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Fonctions exponentielle et logarithme

1.1 La méthode d’Euler pour I’équationy’ = y
La méthode d’Euler est basée sur le théoréme des accroissements finis qui permet d’écrire,
pour une fonction f de classe C' dans un voisinage du point x :
flz+h)=f(x)+hf (x+0n) = f(x)+hf (z),

ou h est réel non nul destiné a tendre vers 0 et 6 (qui dépend de = et h) est dans |0, 1].
D’un point de vue géométrique, on remplace au voisinage dex le graphe de f par sa tangente
en .
On s’intéresse ici au probléme de Cauchy qui consiste a déterminer une fonctiony de classe
C! de R dans R et telle que :
{ y(0) =1, (1.1)

Ve eR, y (z) =y (x).

En supposant que ce probléme admet une solution (ce que nous dit le théoréme de Cauchy-
Lipschitz) on se fixe un réel x > 0 et on va utiliser la méthode d’Euler pour obtenir une valeur
approchée de y (z). Pour ce faire on se donne un entier n > 1 auquel on associe la subdivision
de [0, z] définie par les points :

x
rp=k— (0<k<n)
n
et on va définir une suite (yx)y<s<, d’approximations des éléments de la suite (y (2x))g<p<,, -

Pour k£ = 0, on pose yo = y (x9) = 1.
En supposant construits yo, ..., yx_1 pour 1 < k <n, on écrit que :

s =+ 2) 2+ 20 ) = o) (14

et avec y (x_1) 2 Yr—_1, on obtient 'approximation :

x
Y (Tr) 2 Yk = Yp1 (1 + ﬁ) :
La suite (yr)o<y<, est donc définie par la relation de récurrence :
Yo =1
x
o=y (1+5) A <k<n)
N\ k
ce qui donne y; = (1 + —> et en particulier on a 'approximation :
n

y(@) =y (@) 2 yn = <1+§)n.
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1.2 La suite de fonctions ((1 — f) )
n n>1

Nous sommes donc amené & étudier la suite de fonctions (u,),,-, définie par :
T n
Vn>1, Vo € R, u, (z) = (1+—>
n

et nous allons montrer dans ce paragraphe que cette suite converge vers une fonctionf qui est

'unique solution du probléme (1.1).
Pour x = 0, cette suite est stationnaire sur 1.
Le lemme suivant nous sera utile.

Lemme 1.1 Pour tout réel x, on a :

lirf Up, () Uy (—x) = 1.

Démonstration. Pour tout n > 1, on a :

132 n 9 n—1 1’2 k
1—un(x)un(—x):1—(1—ﬁ> =3 (1_ﬁ> :

k=0
22
Pourtoutn>|x]70na0<1——2§1et:
n
x? x?
11— uy, () u, (—2)| < A= T 0.

En notant E la fonction partie entiére, on associe & tout réelx 'entier n, défini par :

n 1 pour x > 0,
7 E(lz])+1 pour z <0

et on a u, (x) > 0 pour tout n > n,.
Nous allons montrer dans ce qui suit que pour tout réelz, la suite (u, (z)),>, converge vers
un réel f(x) > 0. En utilisant le lemme précédent on voit qu’il suffit de montrer ce résultat

pour z > 0 ou pour z < 0.

Un+1
U,

est strictement

Lemme 1.2 Pour tout entier ng > 1 et tout entier n > nyg, la fonction

croissante sur RY et strictement décroissante sur]—ng,0].

Démonstration. On se fixe un entier ng > 1.
Pour tout n > ng et tout x € |—ng, 0], on an > ng > —x et u, (x) > 0, cette inégalité étant

également vérifiée pour x > 0 et n > 1.
Pour n > ng la restriction de la fonction u,, & |—ng, +00[ est dérivable & valeurs strictement
/
u, () n

U, (1) ntax

positives avec et :

Uy () oy (z) *
Va € |—ng, +00[, Uni1 () un (@) (n+z)(n+1+z)
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U, u?

/ / !/
g Un+1 Upy1Un — Up+1U R .
En utilisant ( " ) = ot “ on en déduit que :

Vo > 0, (uZH) (x) >0,

n

Yz € |—no, 0], (“2“) (z) <0,

n

Un+1

c’est-a-dire que pour n > ny, la fonction est strictement croissante sur R™ et strictement

Unp
décroissante sur |—ng, 0] . [

est a valeurs strictement positives et pour
est strictement

Lemme 1.3 Pour tout réel x la suite (up (7)),
tout entier ng > 1, tout réel non nul x dans |—ng, +o0o|, la suite (u, (x))
croissante.

n>ng

Démonstration. Par définition de n,, on a u, () > 0 pour tout réel x et tout entier n > n,.
Pour z non nul dans |—ng, +00[ le lemme précédent nous dit que :

Unt1 (2) _ tng1 (0) 1
Up (x) Unp (0) ’

est strictement croissante. ]

vn > No,

c’est-a-dire que la suite (u, (7)),,5,,

Remarque 1.1 La croissance de la suite (u, (7)), peut aussi se montrer directement en
utilisant 'inégalité de Bernoulli o savoir : (1 —a)" > 1 —na pour a < 1 non nul.
Pourn>n, on a :

n+1 +
€T x\ ntl
ot~ (ro ) ey (S
1 —
+n
n+1
B (1+{L‘)”+1 1+JJ—|—TL B <1+l')"+1 (1 T )n-i-l
B n ltotnt s B n n+1+x)n+z
n

= (14 %)W <1 C(n+t 1)x<n+x>)n+l‘

< 0 et pour x > 0,

< 1 (c’est équivalent a

Pour x < 0, ona(n+1)(n+x) (n+1)(n+x)

n?+ (14+x)n > 0), on peut donc utiliser l’inégalité de Bernoulli pour écrire que :

) T ”+1>1 r on
(n+1)(n+ ) n+r n+taz

et donc :

%:@*%)(“(Hlf(nm)) () et

Théoréme 1.1 Pour tout réel z, la suite (uy, (x)),>, converge vers un réel f ().

1
De plus on a f(0) =1, f(x) >0 et f(—x) = —— pour tout réel x.

f(x)
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Démonstration. Pour z = 0 on a u, (0) = 1 pour tout n > 1 et lim wu, (0) =1= f(0).

n—-+4o0o
x
Pourxz <0,onal0<1+—<1et0<u,(x)<1pourtoutn > n,, cest-a-dire que la suite
n

(un (7)),>,, est bornée et comme par ailleurs elle est croissante a partir d’'un certain rangn,

on en déduit qu’elle est convergente. On note f (x) = lim w, (). De la stricte croissance de
n—-+00

(Un (7)),5, » 00 déduit que f(z) > uy, (z) > 0.
Enfin pour z > 0, on a :

e () = Un () uy (—2) _ 1
STy s R N )
(lemme 1.1), soit nl_lgloo up (z) = 7 (1—x) = f(z). [

Remarque 1.2 De f (z) f (—z) = 1 pour tout réel x, on déduit que f n’est pas une fonction
polynomiale. En effet si f est polynomiale de degrén > 0 (f n’est pas nulle), alors f (x) f (—x)
est polynomiale de degré 2n et constante, on a doncn = 0 et f est constante, ce qui est
incompatible avec f (z) > uy () = 1+ pour x > 0.

Remarque 1.3 Avec :
1 1
flz)= = lim ———,

f(=z)  notoouy, (—2)

définie par :

on déduit que f (x) est aussi limite de la suite (v, (7)), .

Vn > n_g, vn(x):ﬁ: (1—%>_n.

Pour x non nul, il existe un entierng tel que (uy, (2)),,>,, est strictement croissante, (v, (z))
est strictement décroissante et en conséquence :

n>ngo

Vn > ng, u, (z) < f(z) <oy, (z).

Lemme 1.4 Pour tout z € |—1,1[, on a :

1
1—2x

I1+z < f(r) <

Démonstration. Pour ng = 1 et x € ]—1,400] on a vu précédemment que la suite
(un (7)), est strictement croissante et doncu; (z) =1+ 2z < f(z).
Pour z € |-1,1[, —x est aussi dans |—1,1[ et on a uy (—x) =1 —x < f(—x), ce qui donne

f(x):f(—x)gl—x' -

Lemme 1.5 La fonction f est continue en 0.

Démonstration. Du lemme précédent on déduit immédiatement que lir% fx)y=1=¢€(0),

ce qui signifie que f est continue en 0. ]

Lemme 1.6 Pour tout suite réelle (v,,),oy convergente vers un réel v, on a lim wu, (z,) =

n—-+oo
f(z).



n

La suite de fonctions ((1 + £>n) 9
n>1

Démonstration. On a, pour tout n € N :

) =
avec : . AR o \n
w1 = (1) (- 2)) = () =t
o 5n:xn—x—x% — 0

n n—+oo

Pour n assez grand, on a ¢, € |—1,+00] de sorte que la suite (uy, (€,)),,>; est croissante et
donc : -

ui (en) =1+ en S up (€n) < f(n)

avec lim wuy (g,) = 1let lim f(e,) =1 (continuité de f en 0), ce qui implique lim wu, (z,) =

n—-+oo n—-+00 n—-+0o
1. ]
On a donc en définitive nEToo Up, () Uy (—2) =1 et HETOO Up () = o) = f(x). [

Théoréme 1.2 Pour tous x,y dans R on a f(z+y) = f(z) f (y).

Démonstration. Pour z,y dans Ret n > 1, on a :
x y n Zn n
Un (%) up (y) (( +o )t + Un (2n)

x
avec z, = +y + o x + 1. On déduit alors du lemme précédent que :

N n—+oo
F@)F ) = Jim @) (0) = lim_w, () = f @+).
|
Corollaire 1.1 La fonction f est continue sur R.
Démonstration. Pour z,y dans R on a :
fF)=f@)=flaty—2)-f@)=Ff(@)(fly-2)-1) =0
en utilisant la continuité en 0 de f. ]

Remarque 1.4 La continuité de f peut aussi se montrer en utilisant le fait que f est convere.
En effet pour tout ng > 1 et tout n > ng la fonction u, est convezre sur|—ng, +00[ (sa dérivée
seconde est positive sur cet intervalle), donc f = lim w, est aussi convexe sur cet intervalle.

n—-4o0o

Comme ny est quelconque, la fonction f est convere sur R. Sachant qu’une fonction conveze
sur un intervalle est continue sur lintérieur, on déduit que f est continue sur R.

En utilisant le lemme de Dini, on peut montrer que la suite (un)n21 converge uniformément
vers [ sur tout intervalle compact [a, b] .

Théoréme 1.3 Si I = [a,b] est un intervalle réel compact, alors la suite (Un),>, converge
uniformément vers f sur I.
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Démonstration. On peut trouver un entier ng tel que I = [a, b] C |—ng, +00[ et pour tout x
dans [ la suite (u, (7)),,, est croissante. En se restreignant a I, on a donc une suite croissante
(Un)>p, de fonctions continues sur I qui converge simplement sur I vers une fonction continue
f, le théoréme de Dini nous dit alors que la convergence est uniforme sur/. [ ]

Remarque 1.5 Sachant qu’une limite uniforme sur R d’une suite de fonctions polynomiales
est nécessairement polynomiale (exercice classique), on en déduit que la suite(u,),~, ne peut
converger uniformément sur R vers f puisque cette derniére n’est pas polynomaiale.

Théoréme 1.4 La fonction f est ['unique solution sur R du probléeme de Cauchyy' =y avec
la condition initiale y (0) = 1.

Démonstration. Avec le lemme 1.4 on a pour tout z € |—1,1] :

PTG
- x “1l-xz
-1
et donc lin% f (@) = 1, ce qui signifie que f est dérivable en 0 de dérivée égale & 1. Puis
r— X

fl@+h)— f () f(h)—1
o W

flz+h)—f(z)
1

lim
h—0
que f est dérivable en z avec f'(x) = f(x). Comme f (0) = 1, la fonction f est bien solution
du probléme de Cauchy.

Si y est une autre solution, la fonction z définie sur R par z (z) = y (x) f (—x) est telle que

pour tout x € R et tout h € R*, on déduit que = f(z), ce qui signifie

2 = 0 avec z(0) = 0, c’est donc la fonction nulle et nécessairement y (r) = =) = f(x)
—x
pour tout réel x. ™
De ce résultat on déduit que la fonction f est indéfiniment dérivable sur R avec f™® = f
pour tout entier naturel n.
De I'équation fonctionnelle vérifiée par la fonction f, on déduit facilement par récurrence

que, pour tout réel non nul a, on a f(n-a) = (f (a))" pour tout entier naturel n, puis avec

f (—z) = ——, on déduit que cette relation est valable pour tout entier relatifn. Sir = b est un

f ()

q
. . L 1)’ 1 Y
entier relatif, on a alors f (r) = f (p—) = (f (—)) et avec f (1) = f (q—) = (f (—)) ,
q q q q

P 1 1 j r
on dcuit que () = (£ (0)F et £(r) = (£ (0)F = (£ (V)
En notant e = f (1), on a donc f (r) = €” pour tout rationnel r, ce qui nous conduit a noter
f (z) = €” pour tout réel = et la fonction ainsi définie est appelée fonction exponentielle réelle.
On la note aussi f (z) = exp ().

1.3 Propriétés de la fonction exponentielle réelle

On sait déja que la fonction exp est de classe C* sur R, a valeurs strictement positives et
solution de 'équation fonctionnelle f (x 4+ y) = f (x) f (y).

De exp’ () = exp () > 0 pour tout réel z, on déduit que exp est strictement croissante sur
R et pour tout z > 0, on a e® > e’ = 1.
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De exp” (z) = exp (z) > 0 pour tout réel z, on déduit que exp est convexe.
Avec exp () > uy () = 1 + x pour x > 0, on déduit que lirll exp (r) = 400 et avec

1
exp (—x) = oxp (2" on déduit que xl—iElOO exp (x) = 0.

La fonction exp réalise donc un homéomorphisme de R sur |0, +00[. Son inverse est appelé
fonction logarithme et noté In .

1
Cette fonction In est dérivable sur |0, 4+o00| de dérivée égale a n (dérivation de la fonction

réciproque). La fonction In est donc la primitive sur |0, +oo[ de la fonction n nulle en 1.

exp(x)>un+1(x): l+ 1 " 1+ z
" xn r n-+1 n+1

exp (x
pour x > 0 et n > 1, on déduit que lim P (z)

T—+00 "

Avec :

1.4 Extension aux espaces de Banach

La définition précédente de la fonction exponentielle peut étre étendue aux algébres de

Banach.

On rappelle que si E est une algébre unitaire sur R, on dit que c¢’est une algébre de Banach
si elle est munie d’une norme multiplicative = — ||z|| (c’est-a-dire que ||-|| est une norme sur
E et |lzy|| < ||z| ||z|| pour tous z,y dans E) telle que ||1|| = 1 (oi 1 est le neutre pour la
multiplication) et si (F, ||-||) est un espace de Banach. On peut considérer par exemple (C, |-|)
qui est une algébre de Banach commutative ou (M, (C), ||-||) muni d’une quelconque norme
multiplicative. Cette derniére algébre n’est pas commutative.

1 n
Pour tout z dans E et tout n dans N*, on note u, (z) = (1 + —z) .
n

Pour z € E et m >n, on a :

[um (2) = un (2)]| =

k=0 k=n+1
n m
1 1 1
< Cfnﬁ—(f,’im 2] + Z CZ@HZH
k=0 k=n+1

(comme z et 1 commutent, on peut utiliser la formule du binéme). Pour k compris entre 2 et

,on a: Cki:m<m_1)'”(m_<k_1)):l(l_l)“.(l_ﬂ)

™mk klmk k! m m

1 1 k—1 1
> (1-=) .. (1= _ okt
_k;!( n) ( n ) C”n’“’

et pour k = 0 ou 1, ces deux quantités valent 1. On a donc :

. 1 1 . 1
k k k k k
o ) =0 O £ 3 (g = g ) Il + 3 el

k=n-+1

< U (12]1) = ua (|12])
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et il en résulte que la suite (u,, (2)),,>, est de Cauchy dans (E, [|-[|) . Cet espace étant complet,
la suite y est convergente. On note e* sa limite dans FE.
Faisant tendre m vers 'infini dans I'inégalité précédente, on a :

vn > 1, fle* —un (2)] < el —u, (|12])

et on en déduit que la convergence est uniforme sur tout compact de F.
Si (2n),en est une suite d’éléments de £ qui converge vers z, on en déduit que la suite
(tn (2n)),en cOnVerge vers e”.

En écrivant que :
1 " 1
n n {— = ]_—— 2 et n _— 2

(les polynomes en z commutent dans E), on en déduit par passage a la limite que e*e™* = 1,

¢’est-a-dire que pour tout z € E, €* est inversible d’inverse e 7.

Pour z, 2’ dans E, qui commutent dans £, on a :

Up (2) up (2') = <(1 + %z) (1 + %z’))n = (1 + %zn>n = Up (2n)

1
avec z, = 2+ 2 + —z2/ — z+ 2. Il en résulte que :
n n—-+4oo

e“e” = lm uy, (2)u, (2) = lm wu, (2,) =e
n—4o00 n—+400

z+z'

Ce résultat est faux si z et 2z’ ne commutent pas comme le montre 'exemple des matrices

A= ( (1] (1) ) et B = ( (1) _01 ) dans M, (R) (voir [7], exercice 7.1.).

k

1.5 La suite de fonctions | )

Tl
k=0 k! neN

Si y est solution du probléme (1.1), elle est alors de classe C* sur R avec 4™ (0) = 1 pour
tout n € N. Pour tout réel non nul z, la formule de Taylor & ’ordre n nous donne alors :

n ZL'k Tl n Ik pntl
_ v (n+1) 0 — v 4]
V@ =2 gt oy 00 A Y @)
k=0 k=0
I,n—l-l oo pn
avec 6 € 10, 1[. Avec nginoo ORI =0, on en déduit alors que y (x) = nZ:O e c’est-a-dire que

y est limite de la suite de fonctions (wy,),,cy définie par :
Ve e R, w, () :Zﬁ
k=0

T n
Le lien entre cette suite et la suite ((1 + —) ) peut étre précisé comme suit.
n n>1

Lemme 1.7 Pour tousx > 0 et n,p dans N* on a :

Unp ("E) < wy ({E) < Upyp (x) .



Une définition du logarithme 13

k 1 k=1
Démonstration. Avec CF = 0 et —k =7 I1 ( - —> < = | pour 1 <k < n, on déduit
n 3=0
0 i 1 k=1 1
que u, (z) < wy, (z) et avec C),, =1, CF, ) = ] ];[ (n+p—3j) > 5 pour 1 <k<n,on
déduit que wy, (z) < Uptp () . [

En particulier, pour p = n?, on a :

2

Upin2 () < (1 + %)n (1 + %)n = Up2 (T) up (%)

et de u, () < w, () < w2 () uy, <%) on déduit que lim w, (z) =€® (ona lim wu, (f) =

n—-+o0o n— 00 n
+00 .Tn
e? = 1), c’est-a-dire que e* = Y — pour tout réel 2 > 0, ce résultat étant encore vrai pour
n=0 T

x = 0.
Si on se place maintenant sur une algébre de Banach F/, on a pour tout z € E et n € N :

—~ (1 Ck\ ~ (1

S (-G <3 (- S
k=0 k=0

<w, (J21) = wn (2 =0

[wn (2) = un (2)]| =

+Too 1
et donc e* = > —'z" pour tout z € E (ce qui montre au passage, en prenant £ = R, que ce
n=0 10

résultat est vrai pour les réel négatifs).

1.6 Une définition du logarithme

Si on veut définir la fonction logarithme comme rec1proque de ’exponentielle & partir d’une
suite de fonctions, on part de I'équationy = u, () = (1 + ) oy > 0etn > 1sont donnés.

Une solution de cette équation estz =n ({l/ﬂ — 1) :
On est donc ainsi amené & considérer la suite de fonctions (w,),,., définie par :

Vn > 1, Vo € R, wn(x):n(%—l),

la fonction {/- étant la fonction réciproque sur R™* de la fonction z — z". On rappelle que
cette fonction est indéfiniment dérivable et strictement croissante deR™* sur R™*.
Le résultat suivant nous sera utile.

Lemme 1.8 Pour tout réelx >0, on a lim {/z = 1.

n—-+o0o

1 1
Démonstration. Avec /1 =1 et % = 7, il suffit de montrer le résultat pour x > 1.
z V&

. . L, . L, . N n+1
Dans ce cas la suite ({/z),, oy est strictement décroissante ("/z < {/x équivaut az < v =

z/x encore équivalent a {/x > 1) et minorée par 1, elle converge donc vers un réel £ > 1. Si
¢ > 1, pour A € ]1,¢[ il existe un entier ny tel que {/x > A pour tout n > ng, ce qui entraine

x > A" pour tout n > ng qui est incompatible avec lir+n A" = 400. [ |
n—-roo

Théoréme 1.5 Pour tout réel x > 0 la suite (wy, (x)),cn. converge vers un réel £ (x) tel que
0(1)=0,¢(x) >0 pourxz >0 et £(x) <0 pour x €0, 1].
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Démonstration. Pour x = 1, la suite est stationnaire sur 0.
En notant «, () = w, () — wyy1 (), on définit une fonction indéfiniment dérivable sur
R™* avec :
/ 11 1 9 __n_ _1
Ve >0, o, (r) =xn " —xntl " =g w1 (greF) — 1),

La fonction «, est donc strictement décroissante sur |0, 1[, strictement croissante sur |1, 00|
avec ay, (1) = 0, il en résulte que «, (x) > 0 pour tout z € R™*\ {1}.

La suite (wy, (7)),cn- st donc strictement décroissante minorée par 0 pour tout > 1, elle
converge donc vers un réel £ (z) > 0.

1
Size]0,1[, il s’écrit z = — avec y > 1 et :
()

O R 1 () VR
wy, (x) = (C/@ 1) vy n_>+OO€() ¢(y) <0.

Pour z € ]0,1[ la suite (w, (¢)),cy- étant strictement décroissante a valeurs strictement
1

négatives on a ¢ (x) < wy (x) < 0. Il en résulte que £ (x) = —¢ (—) > 0 pour z > 1. ]
T

On définit donc une fonction ¢ sur RT* avec :

Ve >0, ((z) = lim n({z—1).

n—-4o00

Théoréme 1.6 La fonction ¢ est solution sur RT* de I'équation fonctionnelle { (vy) = £ (x) +
t(y)-

Démonstration. Pour z,y dans R™ et n > 1, on a :

wy (zy) =n(Yry —1) =n (Vo —1) y+n(fy—1)
= w, (z) Yy + w, (y)

et en passant a la limite on a le résultat. [ ]
1
On retrouve £ (1) =0 et ¢ (—) = —{(x).
x
Corollaire 1.2 Pour tout réel x > 0 et tout nombre rationnelr, on a ¢ (z") =1l (z).
Démonstration. Avec ’équation fonctionnelle, on montre facilement par récurrence que :

VpeN, {(zF)=pl(x).

P 1
En écrivant, pour tout p > 1, que ¢ (x) = ¢ ((:c%) ) , on déduit que ¢ (x%> = —{(x) et il en
p

résulte que pour tout rationnel positif r = S, avecp € Net g € N\ {0}, on a:
C(x")y =14 ((x%>p> =pl (m%) =2y (x) =1l ().
q

1
Enfin avec ¢ (—) = —/(x), on déduit que le résultat précédent est encore valable pour tout
X

rationnel négatif. ]

Lemme 1.9 La fonction ¢ est strictement croissante sur RT*,
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Démonstration. La croissance de ¢ résulte immédiatement de celle des w,,.
On peut aussi écrire pour 0 < z < y que :

1
0<t(vr) =t - tlo),
x
ce qui donne la stricte croissance. ]

Lemme 1.10 La fonction ¢ est continue en 1.

1 1 1
Démonstration. Avec 0 < /¢ <25> = —((2), on déduit que lim ¢ <2E> = 0 et avec
n

n—-4o0o

1 1 1
l (2*5) =——/0(2) <0que lim ¢ (2*H> = 0. Pour tout réel £ > 0 on peut donc trouver un
n

n—-+o00

entier ng tel que —e < /¢ (2’%> </ (2%> < € pour tout n > ng. Pour tout z dans le voisinage

ouvert de 1, I, = }2_%, 970 [, on a du fait de la croissance de ¢ :
—e </ <2’%) <l(zx) </ (2%> <e.
On a donc ainsi montré que ¢ est continue en 1 (on a ¢ (1) = 0). [

Théoréme 1.7 La fonction { est continue sur RT*.

Démonstration. Résulte de :

z(x)—mo):g(i)—/zu).

Zo
|

Théoréme 1.8 La fonction { est concave sur RT*,
Démonstration. Résulte de la concavité des w,,. [ ]

On retrouve ainsi la continuité de £.
On peut en fait montrer trés simplement, sans les considérations précédentes (excepté le
lemme 1.8), que la suite (w, (x)),cy- converge uniformément sur tout compact de R™* vers

une fonction dérivable de dérivée égale a —.
x

Théoréme 1.9 La suite (wy, (7)),cn- converge sur RY* wvers la primitive nulle en 1 de la

, 1
fonction x — —.
x

Démonstration. Chaque fonction w,, est dérivable et pour tout > 0, on a lilil wy, (x) =
lim Ve
n—+oo I

1 1
= —. De plus pour tout R > 1 et tout z € L—%,R} ,ona:
xr

:;\Q/E—HSR(C/E—Q

avec lir+n (\'7}_% — 1> = 0, ce qui signifie que la suite (w/, (x)), o converge uniformément vers
1

1
— sur L—%, R] . Comme de plus la suite (wy, (1)), cy- est convergente, on en déduit que la suite
T
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: 1 : : :
(wn (2)),,en+ converge uniformément sur = R| vers une fonction dérivable ¢ de dérivée égale a

1 Tdt 1
—. On adonc /(x) = / < pour tout x € L—%, R} . Ce résultat étant valable pour tout R > 1,
d 1

il est vrai sur RT*. [ |
On retrouve donc ainsi la définition classique du logarithme et ses propriétés usuelles s’en
déduisent.
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