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Préeface

Ces notes de cours sont issues de I'enseignement du module denhdgidues 2
(U.E. MIP2) du DEUG MIAS, au Bpartement Scientifique Interfacultaire de I'Uni-
versié Antilles—Guyane (campus de Schoelcher), au printemps 2001.

La premere partie< Analyse 2» de ce cours traite des sujets
1. Calcul ingégral,

2. Fonctionstquivalentes eté@eloppements limés,

3. Equations diférentielles du ¥ et 2" ordre,

4. Fonctionsa valeur dan®? et courbes paraétrées.

Cette partie est la suite du cours de Mattatiques 1 du premier semestre, qui traitait
des sujets

0. Eléments de logiquélementaire,

Calcul dan<R,

Suites éelles (convergence, limite,...),
Calcul dangC et fonctions circulaires,
Fonctions nurariques de la variableelle,
5. Fonctions usuelles et fonctionsaiproques.

Dans le pesent cours, on feraventuellement appel des notions faisant partie de ces
sujets, qui devraient doré&tre matrisés.

Eal S A

Le chapitre sur le calcul idgral est de loin le plus volumineux. Il commence par
une introductiora I'intégrale de Riemann. Cette notion ne figure pas explicitement au
programme, on peut donc passer directengelat notion de primitive et ainsiédinir
l'intégrale in@finie et &finie. (Dans ce cas, le@beme fondamental du calcul infi-
nitésimal devient trivial, et seules les fonctions continues soégmbles.) Le cha-
pitre termine sur la @composition erélements simples, qui en constitue presque la
moitie. Dans cette partie pldtt alggbrique, on admet quelquessultats concernant la
décomposition de polydmes.

Etant limite dans le temps (ce cours devigite enseig@a en un total de 16 heures),
on peut admettre quelques autré&srinstrations un peu techniques égriabilie de
fonctions continues, #foleme de Taylor-Young).

Les chapitres sont presque @pendants, mais on utilise 'iegration pour les
équations difrentielles, et les @eloppements limi#s pour I'analyse des points
singuliers des courbes paratrées. Notons aussi que nous faisons le lien avec
I'algebre lirgaire (notion de sous-espace vectoriel, applicaticslire, noyau) lors de
I'int égration et dans le cadre deguations difrentielles ligaires.

En cette anee 2001, le cours magistral a commerRwec |€2¢ chapitre, pour pou-
voir donner plus rapidement des exercices calculatoirestudiants (par rapport au
chapitre sur 'inégration, qui comprend une partieetirique avant de donner les tech-
niques pour des calculs applieg
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En ce qui concerne lesquations diférentielles, on se limita celles du ler ordre
qui sonta variables 8pages ou alors li@aires, et celles du 2nd ordre qui sonéhiires,
a coefficients constants.

Schoelcher, mai 2001

Prefacea la deuxiemeeédition

La structure globale du cours n’a pas changais quelques modifications concer-
nant la mise en page et lagzentation onkte faites.

Les fonctions Rgligeables etéquivalentes constituent maintenant des sous-
chapitres inépendantes predant celui des D.L.

Quelques notions concernant l'égrale de Riemann sont gsenés un peu
differemment, et une figureé&dé ajouée.

Les passages trop sommaires dans les D.Lé@ntompétes.

Quelques erreurs oREE eliminées et une figure ajoéek dans le dernier chapitre.
Schoelcher, avril 2002
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1 Calculintégral

Ce chapitre donne une introducti@n’intégrale de Riemann, et de quelques pro-
prietes fondamentales qui sont céasience deséafinitions.

Ensuite, orétablit le lien entre cette iagrale et les primitives, pour enfin sedier
a la pratique du calcul iBgral avec quelques recettes. Une grande partie du cours
est consa@e aux nethodes de la&komposition erelements, pour l'irégration des
fractions rationelles.

1.1 Intégrale de Riemann

Le programme ne gcise pas si la&finition de I'integrale de Riemann doit figurer
dans le cours. Certains ceéfjues commencent ce cours directement aveéfiaition
de la primitive d’une fonction, eyﬁf f(@)dx := F(b) — F(a) Ainsi, le theoeme
fondamental de I'analyse, gétablit le lien entre I'inkgration et la @rivation, devient
trivial.

A mon avis, ce cours est quan@me 'occasion ou jamais dé&finir I'intégrale de
Riemann. Mtme si on passe sur legtdils, on peut donner les troigfihitions de ce
premier chapitre etvoquer I'interpetation gonmétrique qui est s lieea la cefinition
des sommes de Darboux.

1.1.1 Subdivisions et sommes de Darboux

Définition 1 Une subdivision d’ordre n d'un intervalle [, b] est une partie
finie X = {xg,z1,...,2,} C [a,b] telle que

a=xg<x1 < - <xp_1<Tp=">b.

On noteraS, ; 'ensemble des subdivisions fie b].

Exemple 1.1.1 (subdivisiorequidistante) Lorsquex; = a + i h avech = Z"T‘l on
parle de lasubdivisionéquidistante d’ordre: de [, b] ; on la note parfoiga, b],,. Le
nombreh est lepas (uniforme}le cette subdivision.
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Définition 2 La somme de Darboux inérieure resp. supérieure de f :
[a,b] — R relativementid une subdivisionX = {zo,...,z,} sont c&finies
par

S(F.X) =S e inf £(L) resp. S(.X) =3 by sup £(L)
=1 =1

ou h; = x; — x;_; estlalongueur du® sous-intervalle; = [x;_1, z;].

Les sommes de Darboux sont dégls bien éfinis ssi la fonctionf est boriee,
cesta-direadM € R : f([a,b]) C [-M, M].

Sauf mention du contraire, dans tout ce qui suit, les fonctions conséfées seront
toujours born ées sur l'intervalle en question, sans que c&koit necessairement dit
explicitement.

Remarque 1.1.1Etudier linterpr étation géométrique des sommes de Darboux
comme aire des rectangles de bdse ;,x;], encadrant lepigraphe def de en-
dessous resp. au-dessus.

a=1g T L, T2 [ T3 z=b

FiG. 1 - Somme de Darboux inférieure (hachurée) et supérieure (hachuré plus
blanc) de f(z) pour une subdivision équidistante d’ordre 4 de [a, b].

Exercice 1.1.1Montrer qu’en ajoutant un point.. (entrexz;_; etz;) & X, la somme
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de Darboux inkrieure (resp. sugrieure) crat (resp. decrdt). En ceduire qu'on a
VX, Y €S, X CY = s(f,X) <s(f,Y) et S(f,X) > S(f,Y).
Utiliser le résultat pecedent et la subdivisiod = X U Y pour montrer que
VXY € Sep:s(f, X) <S(f,Y).

Solution. s(f, X) < s(f, Z) < S(f,Z) < S(£.Y).

Remarque 1.1.2LorsqueX C Y pour X,Y € S, , on dit queY estplus fine que
X. (C'estune relation d’ordre partiel su§,, ;.)

1.1.2 Fonctions Riemann—irégrables, inégrale de Riemann

Définition 3 La fonction f est Riemann—intégrable sur [a, b] ssi les deux
nombres

s2(f):= sup s(f,X), S’(f):= _inf S(f X).
XESa,b X€ESap
caincident; ce nombre est alors appellintégrale de Riemann dg sur [a, b]

(ou dea ab), et not f; f(z)da.
L'ensemble des fonctions Riemannégrables suffa, b] est noé Ry ,b.

Remarque 1.1.3L’existence des®(f) et S°(f) estévidente : il suffit de consta-
ter que les ensembles(f, X); X € Sy} et {S(f, X); X € S, p} sont non-vides
(prendre {a,b} € S,;) et majoés resp. mindes d’apes I'exercice pecedent. On
peut aussi montrer que’ (f) et S°(f) sont atteints lorsque Ipas de la subdivisign

| X | = max |z; —2;_1| tend vers &ro. La taille de ce pas induit la structure d’une base
de filtre surS, ;,, permettant de consider la limite des(f, X) etS(f, X) enX.

Remarque 1.1.4Revenir sur l'interpétation gonetrique des’(f) et Sb(f), en
consicerant la limite de subdivisions de plus en plus fines.

Remarque 1.1.5La “variable d’intégration” = dans f; f(x)dx est une “variable
muette”, c’esta-dire elle peugtre remplaée par n'importe quelle autre variable (qui
n'intervient pas @&ja ailleurs dans la rame formule).

Donnons encore une propsition d'ordre plutechnique, avant éhoncer une
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condition d’'inggrabilie suffisante dans tous les cas que nous allons rencontrer.

Proposition 4 (Critére d’integrabilitt de Riemann.) Une fonctiorf est
Riemann—irégrable sur|a, b] ssi pour toute > 0 il existe une subdivisiof
X € SyptellequeS(f, X) —s(f,X) <e.

Démonstration : Par &f. de s’(f) et S°(f), Ve > 0, IX', X" € S.»
S(f, X") — Sb(f) < e/2etsb(f) —s(f,X") < e/2. AvecX = X' U X", il vient
que S(f. X) — s(f,X) < S(f,X') = s(f,X") < e+ Si(f) = si(f). Donc si
f € Roub <= Sb(f) = s%(f), on a la subdivision souhai. Reciproquement, si
une telle subdivision existe pour tout> 0, alorsS® ets’ caincidentévidemmentd

Théoréme 5 Toute fonction monotone ou continue sur un intervaillé] est
Riemann—irégrable.

Démonstration : Si f est monotone, leup etinf est atteint au bord de chaque
sous-intervallel;. On a doncS(f,X) — s(f,X) = > hi|f(z) — flxi—1)] <
| XS0 f(x;) — f(xim1)] = | X|-|f(B) — f(a)]. Il suffit donc de choisir le pas de la
subdivision assez petitX| < ¢/|f(b) — f(a)|, pour que ceci soit ifrieura une
donrg, d'al I'intégrabilie d’apes le criere de Riemann.
Pour une fonction continue, l&&thonstration est admise dans le cadre de ce cours. A
titre indicatif : | f(x;) — f(z;—1)| esta remplacer pay (&) — f(&n), ob &P, ¢int
sont les points de lintervalle ferenet borie I; en lesquels la fonction continug
atteint son maximum et minimum. On utilise maintenant le fait qu'une fonction
continue sufa, b] C Ry estuniformément continuec’esta-dire pours > 0 donre il
existen > 0 (indépendantdu pointz) tel quelz — y| < n = |f(z) — f(y)| < =.
Donc, pour|X| < n, on aS(f,X) — s(f,X) < nn-e. Ceci devient aussi pe-
tit que voulu, car on peut prendre des subdivisi@uiidistantes pour lesquelles
n=(b—a)/|X| ~ (b—a)/n, il suffit donc de prendre assez petit.
Pour montrer qu’une fonction continue est unif@ment continue sur un intervalle
borré [a,b], on peut utiliser que 'ensemble des boules ouvegér) telles que
y € B,(x) = f(y) € B:(f(z)), est un recouvrement ouvert fie b], dont on peut
extraire un recouvrement fini d'ags le tttoeme de Heine—Borel. Le minimum de
cesn correspond ay de I'uniforme continuié (au pire poule au lieu deg).
(Pour une é@monstration du #oreme de Heine—Borel, voir ailleurstl.)
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Corollaire 6 De neéme, une fonction (boée!) continue sauf en un nombre
fini de points, ou monotone sur chaque sous-intervalle d’une patrtition finie de
[a, b], est Riemann—iggrable. (On peut en effet utiliser 'additigiles sommes
de Darbouxs(f, X UY) = s(f,X)+s(f,Y)pourX € S,., Y € Scp qui
entrane celle des’ (f) et de néme pourS®(f).)

Remarque 1.1.6 (fonction de Dirichlet) La fonction de Dirichlet,
1 z€Q
Xo(z) = {0 rdQ
n'est pas Riemann—iagrable, car on a
VX € Sap: s(f,X)=0, S(f,X)=b—0a.

En effet, sur chaqué = [x;_1, x,] il existe un point irrationnel, donif; f = 0, mais
aussi un point rationnel, dosup; f = 1. Ainsis(f, X) = 0 et S(f, X) est somme
des longeurs des sous-intervalles et dégalea b — a.

Remarque 1.1.7Le pas uniforme des subdivisioggquidistantes simplifie beaucoup
I'expression des sommes de Darboux (exercice!).
On peut montrer que pouf € Ry ,b, on a

b
[ @y = tim s(5.fab),) = lim S(7(a.b],)

La réciproque est vraie §f est continue.

1.1.3 Sommes de Riemann

Les sommes de Darboux ne sont passtutiles pour le calcul effectif d'une
intégrale, par exempla 'aide d’un ordinateur, car il est ereeral assez difficile de
trouver les inf et sup sur les sous-intervalles. On cansighlubt

n n

sn(f) = Z(% —x;—1) f(zi—1) OU Su(f) = Z(% —zi-1) f(@i) -

i=1 =1

Plus ¢gréralement :
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Définition 7 Si¢ = (&1,...,&,) vérifieVi € {1,...,n},& € [zi—1, 2], on
appelle(X, &) unesubdivision poinkeet

n

S(£,X,8) =Y (@i —wi1) f(&)

i=1
la somme de Riemanassoceed la subdivision poiréte (X, £). Si on pose de
plusAxz;, = z; —x;_1,0na

n

S(1,X,8) =Y f(&) Ay,

i=1

c'est de & que vient la notatiorf’ f(z) dz.

Théoréme 8 Si f € Ry b, alors les sommes de RiemaSff, X, £) tendent
vers [ f(z)dz, independamment du choix dgs lorsque la subdivision det
vient de plus en plus fine.

Démonstration : Par cfinition, il estévident ques(f,X) < S(f,X,§) <
S(f,X). Soit f € RoobetX tel queS(f,X) — s(f,X) < e. Alors on a aussi
S(f, X,€) — sb < &, quel que soit le choix deg, et a fortiori pour toutX’ > X.

D’ou le résultata

Si f est continue atteint son minimum et maximum sur chadug, , ;] en un
certainé™in et £Max, On obtient donc les sommes de Darboux comme cas particulier
des sommes de Riemann, en associaohaqueX des points¢™i?, £max tels que
S(f,X) = S(f7X7£min)a S(f7X) = S(f7X7£maX)'

En particulier, lorsque la fonction est monotone, par exemple croissante, sur un
sous-intervallel;, alors¢™™ = z;_; et{M®™ = z,. Les sommes de Riemany et
S, donrees en dbut de ce paragrapheinoident donc avec les sommes de Darboux
inférieure et sugrieure pour une fonction croissante.

10
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1.2 Propriétés de I'integrale de Riemann

Proposition 9 Pour f € Ry ,b,0n a

b
VX € Sup: s(f, X) < / F@)dz < S(f, X) . (s1S)

En particulier, on a

b
-t (o) < [ f)do < @-a)sup flat]). 13

Démonstration : L'in égalié (sI.5) est congquence imradiate de la éfinition de
st resp.St. Pour montreils), il suffit de prendreX = {a,b}.0

Théoreme 10 (de ChaslesBoita < ¢ < b. Alors,
f S Ro’ab <— (f S Ro,ac/\ f S Ro)cb)

et on a larelation de Chasles

/abf(x)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

Démonstration : Pour toutX € S, ., Y € S.;, on aévidlemmentX UY € S,
ets(f,XUY) =s(f,X)+s(f,Y).Cecientrines’(f) = sS(f) + s5(f). Le meéme
s'appliquea S2(f). Ainsi l'intégrabilié sur[a, c] et [c, b] implique celle sura, b], et
la relation de Chasles.&iproquement, touf € S, ; qui contientc se cecompose
enX UY avecX € S,., Y € S, et on a les rames relations pour les sommes
de Darboux. Pour passars’ (f) et S2(f), on peut toujours supposerc Z, quittea
I'ajouter, sans perte deégeéralitt. On en éduit le tleoeme. (Exercice : etailler cette
démonstrationD)

11
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Définition 11 Pourb < a, on cEfinit

/abf(x)daf——/baf(x)dx,

etpourb = a, [ f(z)dz = 0.

Remarque 1.2.1 Avec ces conventions, la relation de Chasles est valable quel que soit
I'ordre de a, b, c (par exemple aussi pour < b < c¢). C'est en effet la principale
motivation pour ces &finitions, ce qui laisse deviner I'utiétet importance de cette
relation dans les applications.

Il convient d&tre trés vigilant concernant cetteégéralisation lorsqu’on utilise des
inégalites (telles que celles de la Prop3), qui ne sont §réralement valables que
poura < b.

Proposition 12 R, ,b est un sous-espace vectoriel @+espace vectorie

R* des fonctions déu,b] dansR, et : Ro.b — R, f — [ f(z)da
est une forme ligaire surR, ,b. Autrement ditp € Ry ,b et surtout

Vf,g € Roob, Vo,BER:af+ g€ Roub

et

/ab(ozf(a:)+ﬁg(x)) dx:a/abf(x)dx+ﬁ/abg(x)dx_

Démonstration : Les sommes de Darboux ne sont pa&dimes (casup et inf
ne sont pas additives). Passons donc par les sommes de Riemann, doearig lin
S(af + B9, X, &) = aS(f,X,€) + 8S(g,X,€), estévidente, ce qui donne, par
passage la limite| X | — 0, le résultat souhagé (Exercice : étailler ceci...n

12
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Proposition 13 Pour f, g € Ro b, (@ < b), ona:
b
f>0 = /f(x)d:zrzO, 1)
b
f<g = /f dz</ g(z)dz (2)
|f] € Roab x) dx </|f )| d . 3)

Démonstration: (1):f >0 = s(f,X) >0ets(f, X <f fz
@:92f=g-720- Jg-N=0L [g= 7.

(3):ona—|f| < f < |f|,avecle (2)dond f < [|f| et— [ f < [|f].0

Remarque 1.2.2La réciproque du (1) estvidemment fausse, c'estdire [ f > 0
n'implique pasf > 0. (Contre-exemplesin z sur [—m, 7].)

Remarque 1.2.3Dans le cas/f € Ryqb, f > 0,0n a quefab f(z) dz est l'aire de
I’ épigraphe
E={(z,y) eR*|z€[a,bet0<y< f(z)} .

Théoreme 14 (de la moyenneBoit f € C([a,b]) (fonction continue de
[a,b] — R). Alors

Je € a,b] bia/ F@)dz = f(c)
\—a/_/

moyenne d¢ sur[a, b]

Démonstration : f étant continue, on a

Jzi, 25 € [aa b] : f(xz) = inff([aa b])a f(xs) = sup f([aa b]) :
D’apres I'eq.(ils),
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D’apres le thm. des valeurs inteediaires appligéa f (continue) entre; etx,, on a
de € |x;, xs] (ou]xs, ;) tel que

b
10 = 5= [ flards.

1.3 Intégrale de Riemann et primitives

En principe il est possible de calculer desémriales en utilisant simplement la
définition en terme des sommes de Darboux. Or, ceci@strglement assez lourd et
difficile. De plus, ayant fait le calcul de I'idgrale sur un intervalle, il faut le refaire
pour chaque autre intervalke laquelle on s'irtresse & moins de pouvoir faire un
changement de variables plus ou moins comg@)qu

Exemple 1.3.1 Calculer J, = fol zF dx pourk = 1 etk = 2, en utilisant des subdi-
visionséquidistantes dé, 1].

Solution. Commez* est une fonction croissante sBr,, elle est inégrable et les
sommes de Darboux @wident avec les sommes de Riemann

n—1 1 i k 1 1 n

— _ _ . J— J— ik

Sn—zn(n) 7Sn—3n+n—nk+lz7/-
i=0 i=1

Pourk = 1, cette somme est bien connug_;" , i = in(n + 1), et donc

1 1 . 1
Sn—i(l‘i’ﬁ), Jlf hm Snfi

Pourk = 2, il faut utiliser )7, i> = in(n + 1)(2n + 1), d’oll

1nn+1)2n+1) 1
Sp =~ = Jo=-.
6 n3 73

(Pour trouver la valeur d& 42, on peut utiliser_i? = > i(i — 1) + >_ i, et ob-
server que la perare expression est la valeur Jé(x*)” enx = 1. En permutant
somme et drivées, on calcule alors Bf dérivee de la sommeépnetriqueégalea
(1 — 2"*1) /(1 — z), puis sa limite enr = 1.)

On voit que la néthode se gréralisea n'importe quek € N, mais pourk € R les

choses se compliquent. Aussi, pour calcgi‘a%nc’C dx avec[a, b] # [0, 1], il faut faire
des changements de variables pour se ramener au cas ci-dessus.

L'objet de ce chapitre est d’'introduire la notion de primitive d’une fonction, qui
permettra cviter ce genre de calcul, en utilisant les conclusions dsent et les
méthodes des suivants chapitres.

14
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1.3.1 Primitive d’'une fonction continue

SoitD C Retf : D — R une fonction nurérique @finie surD.

Définition 15 Une fonctionF' : D — R estune primitive de f dansD ssi
e F est cerivable surD, et
e I/ = f dansD.

Proposition 16 Si F' et G sont deux primitives d¢, alors F' — G est une
constante sur tout intervallé C D.

Démonstration : Soita, z € I. On applique le thoeme des accroissements fiais
lafonctionh = F'—G, dérivable sufa, z] C I comme somme de fonctionéiivables.
On adonc

Je € a,z[: (F —G)(z) — (F — G)(a) = (x —a) (F —G)(c)
—F(e)—(e)=0

Donc F(z) — G(z) = F(a) — G(a), ce qui est une constante, égkndante de qui
peut parcourir 'ensemble des points Hel

Remarque 1.3.1Le mot« intervalle » est essentiel dans cette proposition I¥iest
réunion d'intervalles (ouverts) disjoint$, — G peutétre diferent sur chacun des in-
tervalles.

Existence d’'une primitive

Théoreme 17 Toute fonction continug : [a,b] — R pos&de une primitive,
donrée parF(z) = [ f(t)dt.

Démonstration : Vérifions que la fonctio”(z) = [ f(t) d¢ convient.
D’abord, cette irtgrale existe pour tout € [a, b] car f continue sufa, b] doncf €
Ry, qb. Calculons

T _ T x+h x
%E%F( +h})L F( ):%l/a ﬂt)dt_/a f(t)dt]

x+h
/ f@)dt  (relation de Chasles)

SR

15
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D’apres le thm. de la moyenng¢ € [z, z + h] tel que

Donc

. Fx+h)—F(z) .
Lim Y =£hg;f(§) = f(z).

(NB: Siz = a ouxz = b on ne peut consiter que la limitea gauche ou droite,
c'esta-direh > 0ouh < 0.)0

Remarque 1.3.2Ce résultat permet d'identifier lirégration comme une anti-
differentiation & une constante @), puisqué™’ = f pour F(z) = f; f(z)dz.

Intérét de la primitive

D’apres le thm pecédent,F'(z) = f; f(t) dt est une primitive def, et d’apes la
propositionl6, toute primitive def estégalea I, a une constante gs. Donc, Si est
une primitive quelconque dg alorsF' = F + ¢, et

b
B~ Fo) = FO) ~ F(o) = [ f(@)do,

en utilisant la relation de Chasles.

Ainsi, la connaissance d’une primitive quelcondgdel’une fonctionf sur un en-
sembleD permet de calculer l'iréigrale def sur n'importe quel intervalléu, b] C D,
en appliquant la formule

b

b
/a f(x)dz = [F(x)} = F(b) - F(a).

a

Ainsi, bien que cela soit possible, on n’utilise dans la pratique quasiment jamais la
définition de I'integrale de Riemann en terme de sommes de Darboux, pour la calculer.
Sauf exceptions, on cherchera toujours une primitivg gar les nethodes qui seront
développees dans la suite, pour appliquer la formule ci-dessus.

1.4 Pratique du Calcul integral

Nous allons ici aborder quelquesthodes pour calculer des primitives d’une large
classe de fonctions.

16
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1.4.1 Integrale indéfinie

Soit f : D — R continue. On notg’ f(z) dz I'une quelconque des primitives de
f, définiea une constante s que I'on ajoute toujours explicitement.

Exemple 1.4.1 [ 1 dz = In|z| 4+ C. Ici, Dy = R\ {0}, on peut donc avoir des
constantes diffrentes sufj—oo, 0 et sur]0, co[. Autrement dit,C' est unefonction
constante sur chaque sous-intervallelde

Onditque[ f(x) dz estl'int égrale indéfiniede f, alors quefab f(z) dz s’appelle
intégrale cefinie.

Remarque 1.4.10n utilise la notion d’inégrale incéfinie comme synonyme de pri-
mitive. On pourrait faire une distinction plus rigoureuse egfidissant l'inégrale
indéfinie [ f(x) dz comme I'une quelconque des fonctions de la forffief (z) d,
oua € D n'est pas spcifiée. (C'est ainsi qu'on la @termine et qu'on l'utilise, dans
I'esprit du sous-chapitre qui jgeede.) Les deuxélinitions sonéquivalentes aué&tail
pres qu’'on n'obtient alors patutesles primitives par les iriigrales in@finies : en
effet, en changeant la borne @rfeurea on ne peut pas obtenir toutes les constantes, si
D est borré ou si les primitives d¢ sont borrees, c’est-dire silim, ., 1, faz f(x)dx

est finie.

1.4.2 Primitives des fonctions usuelles

Par cerivation, on erifie ai€ment la validié des relations do@es dans le ta-
bleaul. De méme, on erifie par erivation (egle de chme!) que

[v@ ra)ds = Fut)
avec F(t):/f(t) de .

Cette formule sera&tudiée plus en étail dans le paragraphe.4.5 Elle per-
met d'utiliser les formule€lémentaires ci-dessus pour toute une classe de fonctions
élementairesc compoges». Son application notamment au ca&e) = ax + b (et
doncu’ = a) estimnédiate et donne :

/f(aac—&-b)dx: 1 F(az+1b)

a

Exercice 1.4.1Géréraliser le formulaire pecedent, en remplacantdans I'integrand
parax + b.

17
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/xo‘ dz
1
/— dx
T
cosx dx

/sinx dx

xa+1

= C
a—|—1+

= Inlz|+C
= sinz+C
= —cosz+C

= "+ C

(e R\ {-1})

= shx+ C (rappel .chz = %(e’c +e™ )

1
= chx+ C (rappel shx = 5

= arctanz +C

= arcsinz +C

= Arshz+C =

|
—
o
8
I
o

(-1<x<1)

In(z + V14 22) + Cy

TAB. 1 — Primitives des fonctions usuelles

1.4.3

Inteégration par parties

Proposition 18 Pour f,g € C}(I — R), on a

/ F(2) o) de = f(z) gla) — / f(2)¢/(2) da

ou encore, ave€ = [a, b] et en utilisant les irigrales @finies :

[ @ =[r@o@] - [ e

18
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Démonstration: On a
ﬂ@gwﬂ+cwa/ww%mdx:/h%mgu»+ﬂmgmwa
=/f@ﬂ@w+/ﬂ@ﬂwm7

D’ou (en absorbant la constante dégtation dans les iagrales inéfinies) la prengre
partie de la proposition. La dewtne partie s’obtient en prenant la valeurbemoins
la valeur eru.O0

Remarque 1.4.2 Cette relation est souvent utiéispour diminuer successivement le
degié d'un polydmeg(z) qui multiplie une fonctiory’(z) que I'on sait inégrer.

Elle sert aussi pour I'inégration des expressions faisant intervenir les fonctions trigo-
nometriques, © I'on retombe sur la fonction d’origine aps deux irégrations.

Exemple 1.4.2 Calculons la primitive[ z?e® dz. On posera deux fois successivement

f=e =4
/xQeIdx:xQew—/erwdx

:xze’”—2xe“’+2/e“‘dx

=a2%e® — 22" +2e°+C

Exemple 1.4.3Calculons la primitive[ sin z e* dz. On posera successivemeht=
sinz, puisf = cosx :

/sinxe“‘ dz =sinze® — /cos:ve‘” dz
=sinze” — {cosx e’ — /(— sinx) e” dz]
= (sinz — coszx) e® — /sinxeg” dz
On met tous leg dans le membre de gauche et obtientépdivision par 2 :

1
/sinxemdx =3 (sinz —cosx)e® (+C)

19



www.Zes-# athematiques.net

1.4.4 Formule de Taylor avec reste irégral

Comme application importante de I'egration par parties,anontrons le

Théoreme 19 (formule de Taylor avec reste irégral)
Poura,z € Retf € C"*([a,z]),0na

£@) = F@+1(@) (e=a) oty 1@ (2=)" 4 [0 0) (o).
’ @)

(Rappel : on noteC*(I) les fonctionsk fois contiriiment @rivables su.)

Cette formule de Taylor avec resteégtal est historiquement la pre@né parmi
les differentes formules de Taylor (cf. ch&®, page??), trouvee par Monsieur Brook
Taylor (1685-1731).

Elle sert pour le calcul ddéveloppements lindis qui serontétudiés au chapitre
suivant. Elle donne une approximation pabyniale de la fonctiory au voisinage de
a : en effet, sir est proche de, alors les termes de la fornfe — a)* deviennent s
petits, d'autant plus qug estélewe. Le dernier terme, appek reste integral » du
développement, tend encore plus vite vegsozque(z — a)™ (comme on le @montre
au chapitre??).

Démonstration : Pourn = 0, la formule est vraie : en effet, elle&grit dans ce
cas

f@) - 1@ = [ rar,

ce qui exprime simplement le fait qyfeest une primitive d¢”’, lorsquef € C!([a, x]).

Supposons maintenant)(vraie pour un certaim € N, et quef"t!) admette
une cerivee f("+2) continue sura, z]. Ainsi, les deux facteurs dans le restetiptal
veérifient les conditions suffisantes pour pouvoir faire unégration par partie, avec

w=fr) — o = f D et/ (t) = (x — t)" = v(t) = =5 (z — )" L. Alors

/ TP ) o ) a
(1000 -] = 2% [ @ -t

La borne suprieure du crochet donném et pour la borne iéfieure les signes-) se
compensent, on a donc

/m f(n+1) (t) (l‘ _ t)n dt

a

= @ E -0 g [ @
a

20
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et en reportant ceci dané)( on trouve la formule au rang+ 1.0

1.4.5 Changement de variable d’ingégration

Proposition 20 Soit f : I — R continue ety : J — I un diffomorphisme
c’'est-a-dire une bijection telle que et ¢! soient contiiment @rivables.
Dans ce cas,

/ f(x)de = F(p~\(x)) avec F(t) = / fe®) Bt (+C).

Autrement dit,F" o o~ ! est une primitive d¢. En terme d’inégrales @finis,
ona

»(b) b
/ f(z)da = / o) ¢ty dt
¢(a) a

Démonstration : Il faut et il suffit de montrer qué” o o~! a comme érivée f.
Or, d'apes la egle de chime, on a

(Fop™) =Fop™-(p71)
Or F' = fop-¢ et(p~!) = 1/(¢ op~1) (ce qui se montre erédivanty (¢~ (z)) =
x). Donc
(Fop™ ) =f-¢op ™t 1/(¢ o) =f.
Pour une inkgrale @&finie, on a donc

16
/ f(z)dz = F(p4(8)) — F(p~*(a))

ce qui revient au @me que la formule do@e dans Bnoné& aveca = ¢ 1(a) et
b= 1(B)D

Applications — Disposition pratique :

Ce tteome permet de calculef f si I'on sait calculer [ f o ¢ - ¢/, ou
réciproquement. Il est la base de tout I'art de l'intégration», qui consistex trouver
les bons changements de variables o(t).

Dans la pratique, oacrit alors

r=p(t) = ;=¥ 1)

21
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On écrit symboliquementlz = ¢'(¢)dt, et on substitue ces dewbquations dans
l'intégrale en question ;

/ f(z)de = / () g0

=dx

Puis, ayant trou& la primitive F'(¢t) du membre de droite, on retourada variabler
en substituant = = 1(x).

Exemple 1.4.4 Calculons la primitive[ sin z cos z dz sur l'intervalle]—1, 1[. Posons
sinz = t = cosxzdx = dt. C'est justifé carsin est une bijection diffrentiable de
(-5, 5] sur[—1,1], et la fonction Eciproquer = arcsin ¢ estégalement @rivablea
l'interieur de cette intervalle. D'a

. 1 4 1, 9
/blnxCObxdx = /tdt = it +C = i(blnx) +C.
=t =dt
N.B. : En terme deséfinitions de la proposition, on a travaillavea,—! plutdt qu'avec
p; c'est souvent plus ainsi qu’on préde dans la pratique.

Remarque 1.4.31l faut s’assurer que la fonctiorp est effectivement une bijection,
géréralement en cons@tant ses propétés de monotonie. Dans le cas éaht, il faut
découper l'intervalle d’'inégration en des sous-intervalles sur lesqueést monotone.

1.4.6 Formule de la moyenne gnéralisée.

Comme application il@ressante des changements de variable, cenusid le

Théoreme 21 (de la moyenne,&néralisé.) Soientf,g € C([a,b]) etg > 0
sur]a, b[. Alors,

b b
3t € [a,8] - / f(@) glx) dz = £(€) / o) da

Exercice 1.4.2Démontrer ce thoreme, erétudiant la fonctionG(z) = [ g(t)dt
pour justifier le changement de variahl¢r) = a + G(x)-(b — a)/G(b).

Solution : La fonctionG est bien éfinie (g intégrable car continue) eedvable sur
[a,b], avecG’' = ¢g > 0 sur]a,b]. Donc G est strictement croissante slar, b, et
idem pouru, qui est donc bijection dg, b] sur{u(a), u(b)] = [a,b]. u est cerivable et
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u’ = g.(b—a)/G(b). Ainsi on peut faire le changement de variable pour passerade
u:

/ f(x) g(x) dz = / o)) du 20

—a

En utilisant le tltoeme de la moyenne pour— f(x(u)),
b
B e o] [ low)du= (b~ a) fa(a)

on a le Esultat cherch, avec, = z(u) (puisqueG(b) = ffg(t) dt).

23



www.Zes-# athematiques.net

1.5 Intéegration de fractions rationnelles : decomposition en
élements simples

Dans ce (long) chapitre, on montre comment on trouve une primitive pour toute
fraction rationnellef (z) = ggg ou A, B sont de polydmes. On progde paétapes,

en illustrant la tkoriea I'aide de I'exemple

A(x)  2a2°+32°—32" —32% —32% - 182 -5
B(z) 2+t —223 — 22 —x+2

La premere partie de ce chapitre est fditialgebrique : nous citons et utilisons ici
plusieurs tkoemes importants d'athre sans&monstration, qui n'a pas sa place dans
ce cours d’analyse.

1.5.1 Division euclidienne

1¢ étape :On utilise le

Théoreme 22 (et @finition : division euclidienne)
Soient4, B € R[X], B # 0. Alors il existe un unique couplg), R) deR[X]
tel que

A=BQ+ R et degR <degB

On dit queQ est le quotient eR? le reste de la division euclidienne depar
B.

Ainsi on peutécrire

_ Alz) _ Bx)Q(z) + R(z) _

R(z)
B(z)

avecdeg R < deg B. Le polyromeQ(x) s’appellepartie entiere de la fraction ration-
nelle.

Exemple 1.5.1 On effectue la division euclidienne comme suit :

22 4+32° —32*—323-322—-182—-5 |2P+2*—22%3—2%2—x 42

226 4+225 — 42t — 2253 — 222 4 4z 2¢ +1
2+ a2t — 2 — 22 -222-5
25+ a2t —22% — 22 — 42
x3 —2lx—7
On adonc

e
o +at—2a% -2 —x+2°

flz)=2c+1+

24
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1.5.2 Polyromes irreductibles

2¢ étape :On consi@re donc ddgnavant une fraction rationnell®(z)/ B(x) telle que
deg R < deg B. Pour proéder, on pose

Définition 23 Les polyndmes irréductibles (sur R) sont les polydmes de
deg 1 et les polydmes de degr 2 sans racineéelle (c’esta-dire a X2 +
bX + cavecA = b?> — 4ac < 0).

Un polyrdme esunitaire ssi le coefficient du terme de plus haut degst 1.

On se servira du

Théoreme 24 Tout polyrdme deR[X ] se cecompose de maste unique en ury
produit de la forme

P(X)=a(X—r)"™ - (X=1p)" (X2 +b; X +c1)™ -+ (XZ+by X +cy)"

c'esta dire d'une constante qui est le coefficient du terme de plus haut éegr
de P, et de polydmes iréductibles unitaires ; sont les racines (distinctes)
de P, m; leurs multiplici€és, et les facteurs de dégP sont sans racineelle
(c’esta-dire avecA = b7 — 4¢; < 0).

On utilise cette dcomposition pour le polygme B(x) au cenominateur de la frac-
tion rationnelle. On suppose de plus que le Buateur n'a pas de facteur commun avec
le denominateur, sinon on simplifie par ce facteur commun.

Exemple 1.5.2Pour trouver la factorisationB(x), on commence par chercher des
racines “évidentes” enatonnant (i.e. en essayant pourles valeurs 0+£1,...). On
trouve queB(1) = 0 et B(—2) = 0, donc(z — 1)(z + 2) = 2? + = — 2 divise B(z).

On effectue la division euclidienne

4t -2 — 22— 42 2 4x—2

o4t — 213 3 —1
0 —a?—z+2
—a? —x+2
0

or,z3 — 1= (x — 1)(2® + = + 1), par congquent,
B(z) = (x +2)(z — D*(z* +z + 1)

En effet,z? 4+ x + 1 est un tridme du 2¢ dege a discriminant agatif.
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1.5.3 Pbles etelements simples

3¢ étape

Définition 25 On dit quef(x) := 5%, 4, B € R[X], est une fraction ra
tionnelle irréductible ssi les polydmesA et B sont sans facteur commun.
On appelle ples de la fraction rationnelle igductible les racines du pol§me
B.

Soit B(X) = a(X —r)™ (X —1p)" (X% + i X + )™ - (X% +
by X + cq)" la decomposition ireductible de.

On appelleélements simples de ¢ especerelatifs aux plesr;, lesm; fonc-
tions rationnelles du type

A Ay A,
.’,17—’1"7;7 ((E—Ti)27 ey (.I—Ti)mi

3

ou les A, sont des constantegelles.
On appelleclements simples d&¢ especerelatifs aux poly@mes iréductibles
X2+ b;X + ¢;, lesn; fonctions rationnelles du type

Bix+Cy Box 4+ Cy anx—i-an
22+ bjx+c;’ (@2+bjx+c)?’ T (224 b4

)

ou les By, C), sont des constantegelles.

Exemple 1.5.3Décrire lesélements simples de

R(x) 3 —2lx -7

B(z) (z+2)(x—1)2(z2+x+1)

— élements simples de& espece :
- le pdle x = 1 de multiplici&é 2~ 2 élements simples :
Aq As
x—1" (z—1)2"

- pdle z = —2 de multiplicié 1~~ 1 éléments smple%.
x
— élements simples d¥ espece :- 1 seul, assoéi au facteur irreductible? + x +
. Bix+ C4
x4+l , .y R
Attention : il faut toujours d’abord s’assurer de laédomposition compte du
dénominateur! Par exempld3(z) aurait pu étre écrit commeB(z) = (x — 1)(z +
2)(x® — 1) ; ce qui ne permet pas de voir ingaiatement leglements simples.
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Théoréme 26 Soit f(z) = A(z)/B(x) une fct. rationnelle ireductible. Alors
1. SiA = BQ + R, deg R < deg B (div.euclidienne ded par B), on a
f=4=Q+ £ dansDy.
2. % se cecompose de mare unique comme somme de tousgiésents
simples relatife B :

R(x) Bjrx 4+ Cjp,
(z) ZZ (x — 1) ZZ (22 + b, x—i—jcj) - (des)

Exercice 1.5.1Donner la structurede la dcecomposition eréléments simples de

f(z) = R(z)/B(x).

Ona
R(z) 23 —21lx -7
B(x) (z+2)(z—1)2(a2 +2+1)
. Al A A3 B11'+Cl *
7m—1+(a?—1) ++x+2+x2+aﬁ+1' ®

NB : quand on ne demande quedtaucturede la cecomposition, on peut laisser les
A;, B;, C; indétermirees.

1.5.4 Calcul des coefficients d’une&omposition enélements simples
4¢ étape :(la plus dure...)
(a) : POUR LES FOLES SIMPLES DE MULTIPLICITE 1

On multiplie I'éq. (des) patz — r;), et on prend: = r; : dans le membre de droite
ne survit qued;, dont la valeur est dor@par le membre de gauche(r;)/B’(r;) avec
B'(z) = B(z)/(x — r;) (simplifié).

Par exemple, appliquons ceci au calculde: En multipliant (*) par(xz + 2), on a

-2l —7
(x—=1)2(x2+z+1)

A Ay
=(z+2) <x_1+<x_1)2)+A3+(x+2)

Bl$+01
2+z+1

et en posant = -2,

—84+21-2-7

93 =A3 < A3=1.
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(b) : LES COEFF A;,,,, DES POLES DE MULTIPLICITE m;

Pour trouver le coefficiend; ,,,, qui corresponé un @le d’ordrem;, on multiplie
par(x —r;)™, puis on prend: = r; : de manére analogué ce qui peazde, on trouve
le coeff. recherch.

Dans notre exemple, orétermine ainsi, en multipliant paz — 1) :

A3 le—l-C’l
z+2 z224+z+1

23 —21ax -7
(x4+2)(22+2x+1)
etenprenant = 1, Ay = (1 —21 —7)/(3-3) = —3.

=($—1)A1+A2+($—1)<

(c) : LES COEFE Bjy;, Cj,, DES FACTEURS QUADRATIQUES

On peut appliquer la dme néthode, mais avec les racines complexes de ces fac-
teursz? + b;x + ¢;. Pour ced, on multiplie par le facteugz? + b; = + ¢;)™, puis on
prendz égala une des racines complexes du facteur, pour trouver (avec la jeamitie r
etimaginaire) les coeffl3; etC; : Dans notre cas,

3 —1

P rrtl=
z—1

)

les racines sont donc les 2 raciné$ Bon-triviales de I'unig, j = exp 2;)”'. (En effet, il

convient de erifier quer = j est vraiment undle en calculanR(j) = 1—-215—7 #
0.)

En multipliant (*) parz? + = + 1
-2l -7
(x—1)%(z+2)
et en prenant = j, on trouve ainsi
1-215—-7
- - - — =B j+C
PBr22-272—4j1+j+2 WM
—6—-21j  2+7j
3-35  1—3j
ce qui donne (partieelle et imaginaire) les coefficients et C' ap®es un petit calcul.

Cependant, ici ce calcul de nombres complexes est un peu lourd et on utiliséta plut
une autre rathode, par exemple celle des limites.

A A A
_ 2 1 1 2 3 B
(x* + o+ )(m_1+(x_1)2+x+2 + Bz +Cy

Bij+C =

(d) : LES AUTRES COEFEA;;, DES POLES DE MULTIPLICITE m; > 1

Ces coefficients peuvent aussi se calculer panéghode du changement de va-
riable t = xz — r;. Ceci nous ranea un ple ent = 0. Pour calculer les coefficients
assoddsa ce @le, on fait la division par les autres facteurs B& + r;) suivant les
puissances croissantes € I'ordrem; — 1; c’esta-dire on s’aréte lorsque le reste
ne contient que des termes de degurieur ouegaleam;, de fagcora pouvoir mettre
en facteut™:. Le quotient donne alors tous les coefficients agsoau ple r;.
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Exemple 1.5.4Dans notre exemple, le changement de variablg estz — 1 «—
x =t+1,donc
a®—2lx -7 34312 — 18t —27
(z—12(x+2)(22+2+1) L2(t+3)(2+3t+3)°

Ondivise alorgt® + 3¢% — 18t — 27 par (t + 3)(t> + 3t +3) =9+ 12t + 6 + ¢3
suivant les puissances croissant&$prdre 1 :

—27 — 18t + 3t2 + 3 |9+ 12t +6¢2 443
—27—36t— 18> — 33 -3+ 2t
18t + 212 + 4¢3
18t +24¢% + 1243 4+ 2¢4
—3¢2 - 8¢ —2¢*

Dou:
27 — 18t + 317 + 13 = (=3 +28)(9 + 12¢ + 6 +3) + (=3t — 813 — 2¢*)
En divisant part? (¢t + 3)(t? + 3t + 3), on a donc

—27 — 18t + 3t +t3  —3+2t —3—-8¢t—2¢2

t2(t+3)(t2 +3t+3) t2 +(t+3)(t2+31t+3)’

et on céduit du premier terme qué; = 2 et A, = —3.

NB : cette méthode est surtout ineressante s'il y a un jple de multiplicité elevee
(> 4) et peu d'autres facteurs dansB(x), ou alors s'il s’agit dés le cebut d'un pole
enz = 0 (ce quiévite le changement de variable).

(e) : METHODES GENERALES POUR LES COEFFRESTANTS
(i) : méthode des limites

Cette nethode consista multiplier d’abord par la plus basse puissance qui inter-
vient dans la @composition eléments simples, et de prendre la limite- co (ou il
suffit de garder les puissances les @les€es). Ainsi, on a dans le membre de droite la
somme des coefficients qui correspondette puissance, qui permet de@miner
un coefficient en terme des autres.

Exemple 1.5.5Dans notre exemple, on multiplie parla limite donne alors

(ﬂ4
llm—,:O:A1+A3+Bl
x5

etdoncB; = —A; — A3 =-2—-1=-3.

(i) : méthode des valeurs particélies
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Une autre rathode consista simplement prendre des valeurs partietds pour
x (différents des @es) et ainsi d’avoir un sy&ie déquations qui permettra de
déterminer les coefficients manquants.

Exemple 1.5.6 Dans notre exemple, prenoms= 0 :

-7 As
7—_A1+A2+7+Cl

etdoncCy = -2+ A — Ay — 4 =-I4+243-1=—-445=1
Remarque : dans le cas @réral, il faut ainsi ceer un systme d’autant dquations
(indépendantes) gu'il reste de coefficieateeterminer.

(iii) : par identification

La méthode grérique qui marche toujours mais qui n'est pas toujours pas la plus
rapide, consista réécrire la somme degéments simples sur l&édominateur commun
qui estB(z), et d’identifier les coeff. des &@mes puissances delu membre de gauche
(coefficients d&R(z)) et du membre de droite (les B, C multipliés par une partie des
facteurs deB(x)).

Ainsi on obtient un sygime déquations ligaires dont la solution donne les coeffi-
cients (manquants).

1.5.5 Application au calcul de primitives

Avec la techniquettudiee dans ce chapitre, on peutégter toute fonction ra-

tionnelle f(z) = ggf; En effet, on commence par simplifiei(x) par les facteurs

irréductibles deB(x) pour césormais pouvoir supposg(z) irréductible. Ensuite, au
cas oudeg A > deg B, on effectue la division euclidienne pour avoir
R(z)

f(z) =Qx) + Blo) avec degR < degB.

Enfin, on dacompose% en élements simples. On n'a donc plus gurouver les

primitives pour les deux types&ements simples,

/ dx ot / Ax+ B du
(x —r)k (z2+bx+ )k

La premere inegrale ne pose pas de prebie, sa primitive est

)=kl
Consicerons donc le 2e type d’iagrale. On lecrit d’abord sous la forme
Ax+ B B 2x+b n E
(2 +bx+c)k T (22+bz+ce)k (22 +bx+ o)k
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avecD = é et E = B — b D. Ainsi, le premier terme est de la forni2u’ v =%, avec
la primitive %ﬂu_k'*'l (resp.D In |u| pourk = 1).

Tout ce qui reste don& calculer est la primitive Wj—;ﬂ)k (A <0).

Pour ce faire, on se rane par un changement de variableette ingégrale avec
b= 0 et avecc = 1, en posant successivement= x + g puist = /c — b% /4 u).
Pour _calculerf (ﬂiitl)k, on poset = tanf, f € |-2,2[,dt = (1 + tan? §)de.
[justifier ce chgt de variable!]

Alors

dt (1 + tan?0)df de ok—2
/ (t2 + 1)k / (1 + tan? 9)k / (1 + tan? #)k—1 /(COS )

(rappel :1/ cos? § = 1 + tan? 6).
Pourk = 1, une primitive est) = arctant¢. Sinon, on fait une irégration par partie
d’'un facteurcos = pour diminuer 'exposant de 2 :

/cos%_2 zdz = [cos® B zsinz] — /(2k —3)cos? 4 (= sinz) sinz dz

= [cos?* =3 zsinz] + (2k — 3) / cos® =1 z(1 — cos® z) dz

1
=55 5 ([cos%?’ xsinz] + (2k — 3) /cos%*4 xdx)

ol la dernére ligne est obtenue en faisant passer touted tes?*~2 2 dz dans le

membre de gauche puis en divisant par le coefficlent2k. Avec cos?* 3 zsinz =

cos?*~2 g tan x etcos?z = 1 + tan? x, on a enfin

dt
Iy = | ————
k / (12 + 1)k

- 2,{172 (|:(1+ttg)k1]:| + (2k—3)]k1>

ce qui permet, avet; = arctant, de calculer;, pour toutk € N*.

Remarque 1.5.1 Dans la pratique, on effectue le changement de variables pour passer
dex? + bx + cal + tan? 6 en une seule fois.

Exemple 1.5.7 On écrira par exemple

el (ot 2—1+1— - 2+§
B 2 47 2 4

0,1
3\ 3

3 3
Z -|—1 :Z(tan29+1),

avectanf = \/g (z+3).
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1.5.6 Primitives des fonctions rationnelles dein z et cos =

Définition 27 On dit que f(z) est une fonction rationnelle dén = et cos x
s'il existent des polydmes (en 2 variables), B € R[X, Y] (c’esta-dire A =
> ai; XYY, idem pourB) tels quef(z) = A(sinz, cos ) /B(sin z, cos z).

Exemple 1.5.8 f(z) = “2or “ "0 i A=y - X, B= X Y2

sin z cos?

Méthode d’intégration : On distingue 3 cas (aide ramotechnique : la nouvelle
variable est chaque fois invariante sous la transformation cersif

— sif(—z) = —f(x), on pose = cosx (invariant, orsin(—z) = —sin(z))

—sif(r—x) =—f(z),onpose =sinz  (invar., orcos(m — x) = — cos(x))

— si f(r+z) = f(x), on pose = tanx (invar., maissin, cos chgt de signe)
sin x

Exemple 1.5.9 f(x) = . On pose = cosz, dt = — sin zdx, donc

cos3 x +sin? z

/f(:r)dacz/ﬁa

on arrive ainsia une simple fraction rationneli&intégrer, et on substituera finalement
t = cosz dans le Esultat.
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1.5.7 Autres fractions rationnelles
Dans les cas suivants, on peut encore se raneeterecherche d’'une primitive

d’une fraction rationnelle :

Théoreme 28

npose = e”, x = Int, de = %dt. Avecshz =

a) f(e*,shx,chz,thz): o
% (t+t~1), on retrouve une fraction rationnelle e

Lt —t71),che =

|

b) f (a:, v ”“‘) avecad — bc # 0 : on pose

cx+d

ax+b b—dy" ad—"bc 1
\ = x= de = ————=ny" dy.
cr+d v cy” —a’ . (cy"—a)zny 4

et on retrouve encore une fraction rationnellegn

C) f(z,Vaz?+bx +c): On transforme la racine en une des formes g
vantes :

— v/t2+1:0npose alorg = shu = Vt2+1=chu
— Vt? —1:onposealorg = £ chu (u>0) = Vt? —1=shu

— v/1—t2:0n pose alorg = sinwu OUt = cosu
Dans chacun des cas, on retombe sur une fraction rationnelle d’un des

types qui pecdent (avech, sh ousin, cos).

< conaz?+4x+5= (x+2)%+1, on posera

VT x

doncz + 2 =shwu,douvz? +42+ 5 =chu,dr = chudu et

shu — 2
= h = shu — 2
/f(x)dx / Ta © udu /(b u—2)du
=chu—2u=+2?2+42+5—2Arsh(x+2).
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