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Département Scientifique Interfacultaire

B.P. 7209 — F–97275 SCHOELCHER CEDEX

Fax : 0596 72 73 62 — e-mail :mhasler@univ-ag.fr

version du 21 avril 2002

1



www.L es-M athematiques.net

Table des matìeres
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1.4 Pratique du Calcul intégral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.4.1 Int́egrale ind́efinie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.2 Primitives des fonctions usuelles. . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4.3 Int́egration par parties. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.4.4 Formule de Taylor avec reste intégral . . . . . . . . . . . . . 20
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Préface

Ces notes de cours sont issues de l’enseignement du module de Mathématiques 2
(U.E. MIP2) du DEUG MIAS, au D́epartement Scientifique Interfacultaire de l’Uni-
versit́e Antilles–Guyane (campus de Schoelcher), au printemps 2001.

La premìere partie« Analyse 2» de ce cours traite des sujets

1. Calcul int́egral,

2. Fonctionśequivalentes et d́eveloppements limités,

3. Equations diff́erentielles du 1er et 2nd ordre,

4. Fonctions̀a valeur dansR2 et courbes paraḿetŕees.

Cette partie est la suite du cours de Mathématiques 1 du premier semestre, qui traitait
des sujets

0. Eléments de logiquéelémentaire,

1. Calcul dansR,

2. Suites ŕeelles (convergence, limite,...),

3. Calcul dansC et fonctions circulaires,

4. Fonctions nuḿeriques de la variable réelle,

5. Fonctions usuelles et fonctions réciproques.

Dans le pŕesent cours, on feráeventuellement appelà des notions faisant partie de ces
sujets, qui devraient donĉetre mâıtrisés.

Le chapitre sur le calcul intégral est de loin le plus volumineux. Il commence par
une introductioǹa l’intégrale de Riemann. Cette notion ne figure pas explicitement au
programme, on peut donc passer directementà la notion de primitive et ainsi définir
l’int égrale ind́efinie et d́efinie. (Dans ce cas, le théor̀eme fondamental du calcul infi-
nitésimal devient trivial, et seules les fonctions continues sont intégrables.) Le cha-
pitre termine sur la d́ecomposition eńeléments simples, qui en constitue presque la
moitié. Dans cette partie plutôt alǵebrique, on admet quelques résultats concernant la
décomposition de polyn̂omes.

Etant limit́e dans le temps (ce cours devraitêtre enseigńe en un total de 16 heures),
on peut admettre quelques autres démonstrations un peu techniques (intégrabilit́e de
fonctions continues, th́eor̀eme de Taylor-Young).

Les chapitres sont presque indépendants, mais on utilise l’intégration pour les
équations diff́erentielles, et les d́eveloppements limités pour l’analyse des points
singuliers des courbes paramétŕees. Notons aussi que nous faisons le lien avec
l’algèbre lińeaire (notion de sous-espace vectoriel, application linéaire, noyau) lors de
l’int égration et dans le cadre deséquations diff́erentielles lińeaires.

En cette anńee 2001, le cours magistral a commencé avec le2e chapitre, pour pou-
voir donner plus rapidement des exercices calculatoires auxétudiants (par rapport au
chapitre sur l’int́egration, qui comprend une partie théorique avant de donner les tech-
niques pour des calculs appliqués.
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En ce qui concerne leśequations diff́erentielles, on se limitèa celles du 1er ordre
qui sontà variables śepaŕees ou alors lińeaires, et celles du 2nd ordre qui sont linéaires,
à coefficients constants.

Schoelcher, mai 2001

Préfaceà la deuxìemeédition

La structure globale du cours n’a pas changé, mais quelques modifications concer-
nant la mise en page et la présentation ont́et́e faites.

Les fonctions ńegligeables etéquivalentes constituent maintenant des sous-
chapitres ind́ependantes préćedant celui des D.L.

Quelques notions concernant l’intégrale de Riemann sont présent́es un peu
diff éremment, et une figure aét́e ajout́ee.

Les passages trop sommaires dans les D.L. ontét́e compĺet́es.

Quelques erreurs ontét́e éliminées et une figure ajoutée dans le dernier chapitre.
Schoelcher, avril 2002
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1 Calcul intégral

Ce chapitre donne une introductionà l’intégrale de Riemann, et de quelques pro-
priét́es fondamentales qui sont conséquence des définitions.

Ensuite, ońetablit le lien entre cette intégrale et les primitives, pour enfin se dédier
à la pratique du calcul intégral avec quelques recettes. Une grande partie du cours
est consacŕee aux ḿethodes de la d́ecomposition eńeléments, pour l’int́egration des
fractions rationelles.

1.1 Intégrale de Riemann

Le programme ne précise pas si la d́efinition de l’int́egrale de Riemann doit figurer
dans le cours. Certains collègues commencent ce cours directement avec la définition
de la primitive d’une fonction, et

∫ b
a
f(x) dx := F (b) − F (a) Ainsi, le th́eor̀eme

fondamental de l’analyse, quiétablit le lien entre l’int́egration et la d́erivation, devient
trivial.

A mon avis, ce cours est quand même l’occasion ou jamais de définir l’int égrale de
Riemann. M̂eme si on passe sur les détails, on peut donner les trois définitions de ce
premier chapitre et́evoquer l’interpŕetation ǵeoḿetrique qui est tr̀es líeeà la d́efinition
des sommes de Darboux.

1.1.1 Subdivisions et sommes de Darboux

Définition 1 Une subdivision d’ordre n d’un intervalle [a, b] est une partie
finieX = {x0, x1, . . . , xn} ⊂ [a, b] telle que

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b .

On noteraSa,b l’ensemble des subdivisions de[a, b].

Exemple 1.1.1 (subdivisiońequidistante) Lorsquexi = a + i h avech = b−a
n , on

parle de lasubdivisionéquidistante d’ordren de [a, b] ; on la note parfois[a, b]n. Le
nombreh est lepas (uniforme)de cette subdivision.
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Définition 2 La somme de Darboux inf́erieure resp. supérieure de f :
[a, b] → R relativementà une subdivisionX = {x0, . . . , xn} sont d́efinies
par

s(f,X) :=
n∑
i=1

hi inf f(Ii) resp. S(f,X) :=
n∑
i=1

hi sup f(Ii) ,

où hi = xi − xi−1 est la longueur duie sous-intervalleIi = [xi−1, xi].

Les sommes de Darboux sont des réels bien d́efinis ssi la fonctionf est borńee,
c’est-̀a-dire∃M ∈ R : f([a, b]) ⊂ [−M,M ].

Sauf mention du contraire, dans tout ce qui suit, les fonctions consid́erées seront
toujours bornées sur l’intervalle en question, sans que celà soit nécessairement dit
explicitement.

Remarque 1.1.1Etudier l’interpr étation géométrique des sommes de Darboux
comme aire des rectangles de base[xi−1, xi], encadrant l’́epigraphe def de en-
dessous resp. au-dessus.
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Exercice 1.1.1Montrer qu’en ajoutant un pointx∗ (entrexi−1 etxi) àX, la somme
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de Darboux inf́erieure (resp. suṕerieure) crôıt (resp. d́ecrôıt). En d́eduire qu’on a

∀X,Y ∈ Sa,b : X ⊂ Y =⇒ s(f,X) ≤ s(f, Y ) et S(f,X) ≥ S(f, Y ) .

Utiliser le résultat pŕećedent et la subdivisionZ = X ∪ Y pour montrer que

∀X,Y ∈ Sa,b : s(f,X) ≤ S(f, Y ) .

Solution. s(f,X) ≤ s(f, Z) ≤ S(f, Z) ≤ S(f, Y ).

Remarque 1.1.2LorsqueX ⊂ Y pourX,Y ∈ Sa,b, on dit queY estplus fine que
X. (C’est une relation d’ordre partiel surSa,b.)

1.1.2 Fonctions Riemann–int́egrables, int́egrale de Riemann

Définition 3 La fonctionf est Riemann–intégrable sur [a, b] ssi les deux
nombres

sba(f) := sup
X∈Sa,b

s(f,X) , Sba(f) := inf
X∈Sa,b

S(f,X) .

cöıncident ; ce nombre est alors appellé l’intégrale de Riemann def sur [a, b]
(ou dea à b), et not́e

∫ b
a
f(x) dx.

L’ensemble des fonctions Riemann–intégrables sur[a, b] est not́eR0,ab.

Remarque 1.1.3L’existence desba(f) et Sba(f) est évidente : il suffit de consta-
ter que les ensembles{s(f,X);X ∈ Sa,b} et {S(f,X);X ∈ Sa,b} sont non-vides
(prendre{a, b} ∈ Sa,b) et majoŕes resp. minoŕes d’apr̀es l’exercice pŕećedent. On
peut aussi montrer quesba(f) et Sba(f) sont atteints lorsque lepas de la subdivision,
|X| = max |xi−xi−1| tend vers źero. La taille de ce pas induit la structure d’une base
de filtre surSa,b, permettant de considérer la limite des(f,X) etS(f,X) enX.

Remarque 1.1.4Revenir sur l’interpŕetation ǵeoḿetrique desba(f) et Sba(f), en
consid́erant la limite de subdivisions de plus en plus fines.

Remarque 1.1.5La “variable d’intégration” x dans
∫ b
a
f(x) dx est une “variable

muette”, c’est-̀a-dire elle peut̂etre remplaćee par n’importe quelle autre variable (qui
n’intervient pas d́ejà ailleurs dans la m̂eme formule).

Donnons encore une propsition d’ordre plutôt technique, avant d’énoncer une
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condition d’int́egrabilit́e suffisante dans tous les cas que nous allons rencontrer.

Proposition 4 (Critère d’int́egrabilité de Riemann.) Une fonctionf est
Riemann–int́egrable sur[a, b] ssi pour toutε > 0 il existe une subdivision
X ∈ Sa,b telle queS(f,X)− s(f,X) < ε.

Démonstration : Par d́ef. de sba(f) et Sba(f), ∀ε > 0, ∃X ′, X ′′ ∈ Sa,b :
S(f,X ′) − Sba(f) < ε/2 et sba(f) − s(f,X ′′) < ε/2. AvecX = X ′ ∪ X ′′, il vient
que S(f,X) − s(f,X) < S(f,X ′) − s(f,X ′′) < ε + Sba(f) − sba(f). Donc si
f ∈ R0,ab ⇐⇒ Sba(f) = sba(f), on a la subdivision souhaitée. Ŕeciproquement, si
une telle subdivision existe pour toutε > 0, alorsSba etsba cöıncidentévidemment.ut

Théorème 5 Toute fonction monotone ou continue sur un intervalle[a, b] est
Riemann–int́egrable.

Démonstration : Si f est monotone, lesup et inf est atteint au bord de chaque
sous-intervalleIi. On a doncS(f,X) − s(f,X) =

∑
hi |f(xi) − f(xi−1)| ≤

|X|
∑
|f(xi) − f(xi−1)| = |X|·|f(b) − f(a)|. Il suffit donc de choisir le pas de la

subdivision assez petit,|X| < ε/|f(b) − f(a)|, pour que ceci soit inférieur à unε
donńe, d’où l’int égrabilit́e d’apr̀es le crit̀ere de Riemann.
Pour une fonction continue, la démonstration est admise dans le cadre de ce cours. A
titre indicatif : |f(xi) − f(xi−1)| està remplacer parf(ξsup

i ) − f(ξinf
i ), où ξsup

i , ξinf
i

sont les points de l’intervalle ferḿe et borńe Ii en lesquels la fonction continuef
atteint son maximum et minimum. On utilise maintenant le fait qu’une fonction
continue sur[a, b] ⊂ R y estuniformément continue, c’est-̀a-dire pourε > 0 donńe il
existeη > 0 (indépendantdu pointx) tel que|x − y| < η =⇒ |f(x) − f(y)| < ε.
Donc, pour|X| < η, on a S(f,X) − s(f,X) < η·n·ε. Ceci devient aussi pe-
tit que voulu, car on peut prendre des subdivisionséquidistantes pour lesquelles
n = (b− a)/|X| ∼ (b− a)/η, il suffit donc de prendreε assez petit.
Pour montrer qu’une fonction continue est uniformément continue sur un intervalle
borńe [a, b], on peut utiliser que l’ensemble des boules ouvertesBη(x) telles que
y ∈ Bη(x) =⇒ f(y) ∈ Bε(f(x)), est un recouvrement ouvert de[a, b], dont on peut
extraire un recouvrement fini d’après le th́eor̀eme de Heine–Borel. Le minimum de
cesη correspond auη de l’uniforme continuit́e (au pire pour2ε au lieu deε).
(Pour une d́emonstration du th́eor̀eme de Heine–Borel, voir ailleurs...)ut
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Corollaire 6 De m̂eme, une fonction (bornée !) continue sauf en un nombre
fini de points, ou monotone sur chaque sous-intervalle d’une partition finie de
[a, b], est Riemann–intégrable. (On peut en effet utiliser l’additivité des sommes
de Darboux,s(f,X ∪ Y ) = s(f,X) + s(f, Y ) pourX ∈ Sa,c, Y ∈ Sc,b qui
entrâıne celle desba(f) et de m̂eme pourSba(f).)

Remarque 1.1.6 (fonction de Dirichlet) La fonction de Dirichlet,

χQ(x) =

{
1 x ∈ Q
0 x 6∈ Q

n’est pas Riemann–intégrable, car on a

∀X ∈ Sa,b : s(f,X) = 0 , S(f,X) = b− a .

En effet, sur chaqueI = [xi−1, xi] il existe un point irrationnel, doncinfI f = 0, mais
aussi un point rationnel, d’òu supI f = 1. Ainsi s(f,X) = 0 et S(f,X) est somme
des longeurs des sous-intervalles et doncégaleà b− a.

Remarque 1.1.7Le pas uniforme des subdivisionséquidistantes simplifie beaucoup
l’expression des sommes de Darboux (exercice !).
On peut montrer que pourf ∈ R0,ab, on a∫ b

a

f(x) dx = lim
n→∞

s(f, [a, b]n) = lim
n→∞

S(f, [a, b]n)

La réciproque est vraie sif est continue.

1.1.3 Sommes de Riemann

Les sommes de Darboux ne sont pas très utiles pour le calcul effectif d’une
intégrale, par exemplèa l’aide d’un ordinateur, car il est en géńeral assez difficile de
trouver les inf et sup sur les sous-intervalles. On considère plut̂ot

sn(f) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) f(xi−1) ou Sn(f) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) f(xi) .

Plus ǵeńeralement :
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Définition 7 Si ξ = (ξ1, ..., ξn) vérifie ∀i ∈ {1, ..., n} , ξi ∈ [xi−1, xi], on
appelle(X, ξ) unesubdivision point́eeet

S(f,X, ξ) =
n∑
i=1

(xi − xi−1) f(ξi)

la somme de Riemannassocíeeà la subdivision point́ee(X, ξ). Si on pose de
plus∆xi = xi − xi−1, on a

S(f,X, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi) ∆xi ,

c’est de l̀a que vient la notation
∫
f(x) dx.

Théorème 8 Si f ∈ R0,ab, alors les sommes de RiemannS(f,X, ξ) tendent
vers

∫
f(x) dx, independamment du choix desξi, lorsque la subdivision de-

vient de plus en plus fine.

Démonstration : Par d́efinition, il est évident ques(f,X) ≤ S(f,X, ξ) ≤
S(f,X). Soit f ∈ R0,ab et X tel queS(f,X) − s(f,X) < ε. Alors on a aussi
S(f,X, ξ) − sba < ε, quel que soit le choix desξi, et a fortiori pour toutX ′ ⊃ X.
D’où le ŕesultat.ut

Si f est continue,f atteint son minimum et maximum sur chaque[xi1 , xi] en un
certainξmin

i et ξmax
i . On obtient donc les sommes de Darboux comme cas particulier

des sommes de Riemann, en associantà chaqueX des pointsξmin, ξmax tels que
s(f,X) = S(f,X, ξmin), S(f,X) = S(f,X, ξmax).

En particulier, lorsque la fonction est monotone, par exemple croissante, sur un
sous-intervalleIi, alorsξmin

i = xi−1 et ξmax
i = xi. Les sommes de Riemannsn et

Sn donńees en d́ebut de ce paragraphe coı̈ncident donc avec les sommes de Darboux
inférieure et suṕerieure pour une fonction croissante.
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1.2 Propriétés de l’intégrale de Riemann

Proposition 9 Pourf ∈ R0,ab, on a

∀X ∈ Sa,b : s(f,X) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ S(f,X) . (sIS)

En particulier, on a

(b− a) inf f([a, b]) ≤
∫ b

a

f(x) dx ≤ (b− a) sup f([a, b]) . (iIs)

Démonstration : L’in égalit́e (sIS) est conśequence imḿediate de la d́efinition de
sba resp.Sba. Pour montrer(iIs), il suffit de prendreX = {a, b}.ut

Théorème 10 (de Chasles)Soita ≤ c ≤ b. Alors,

f ∈ R0,ab ⇐⇒ ( f ∈ R0,ac ∧ f ∈ R0,cb )

et on a larelation de Chasles:∫ b

a

f(x) dx =
∫ c

a

f(x) dx+
∫ b

c

f(x) dx .

Démonstration : Pour toutX ∈ Sa,c, Y ∈ Sc,b, on aévidemmentX ∪ Y ∈ Sa,b
ets(f,X ∪ Y ) = s(f,X) + s(f, Y ). Ceci entrâınesba(f) = sca(f) + sbc(f). Le même
s’appliqueà Sba(f). Ainsi l’int égrabilit́e sur[a, c] et [c, b] implique celle sur[a, b], et
la relation de Chasles. Réciproquement, toutZ ∈ Sa,b qui contientc se d́ecompose
enX ∪ Y avecX ∈ Sa,c, Y ∈ Sc,b, et on a les m̂emes relations pour les sommes
de Darboux. Pour passerà sba(f) etSba(f), on peut toujours supposerc ∈ Z, quitteà
l’ajouter, sans perte de géńeralit́e. On en d́eduit le th́eor̀eme. (Exercice : d́etailler cette
démonstration.)ut
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Définition 11 Pour b < a, on d́efinit∫ b

a

f(x) dx = −
∫ a

b

f(x) dx ,

et pourb = a,
∫ a
a
f(x) dx = 0.

Remarque 1.2.1Avec ces conventions, la relation de Chasles est valable quel que soit
l’ordre de a, b, c (par exemple aussi poura < b < c). C’est en effet la principale
motivation pour ces d́efinitions, ce qui laisse deviner l’utilité et importance de cette
relation dans les applications.
Il convient d’̂etre tr̀es vigilant concernant cette géńeralisation lorsqu’on utilise des
inégalit́es (telles que celles de la Prop.13), qui ne sont ǵeńeralement valables que
poura < b.

Proposition 12 R0,ab est un sous-espace vectoriel duR–espace vectoriel

R
[a,b] des fonctions de[a, b] dansR, et I : R0,ab → R, f 7→

∫ b
a
f(x) dx

est une forme lińeaire surR0,ab. Autrement dit,o ∈ R0,ab et surtout

∀f, g ∈ R0,ab, ∀α, β ∈ R : α f + β g ∈ R0,ab

et ∫ b

a

(α f(x) + β g(x)) dx = α

∫ b

a

f(x) dx+ β

∫ b

a

g(x) dx .

Démonstration : Les sommes de Darboux ne sont pas linéaires (carsup et inf
ne sont pas additives). Passons donc par les sommes de Riemann, dont la linéarit́e,
S(αf + βg,X, ξ) = αS(f,X, ξ) + βS(g,X, ξ), est évidente, ce qui donne, par
passagèa la limite|X| → 0, le résultat souhaité. (Exercice : d́etailler ceci...)ut
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Proposition 13 Pourf, g ∈ R0,ab, (a < b), on a :

f ≥ 0 =⇒
∫ b

a

f(x) dx ≥ 0 , (1)

f ≤ g =⇒
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx , (2)

|f | ∈ R0,ab et

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx . (3)

Démonstration : (1) : f ≥ 0 =⇒ s(f,X) ≥ 0 ets(f,X) ≤
∫ b
a
f(x) dx.

(2) : g ≥ f =⇒ g − f ≥ 0
(1)

=⇒
∫

(g − f) ≥ 0
(lin)
=⇒

∫
g ≥

∫
f .

(3) : on a−|f | ≤ f ≤ |f |, avec le (2) donc
∫
f ≤

∫
|f | et−

∫
f ≤

∫
|f |.ut

Remarque 1.2.2La réciproque du (1) est́evidemment fausse, c’est-à-dire
∫
f ≥ 0

n’implique pasf ≥ 0. (Contre-exemple :sinx sur [−π, π].)

Remarque 1.2.3Dans le cas∀f ∈ R0,ab, f ≥ 0, on a que
∫ b
a
f(x) dx est l’aire de

l’ épigraphe
E =

{
(x, y) ∈ R2 | x ∈ [a, b] et0 ≤ y ≤ f(x)

}
.

Théorème 14 (de la moyenne)Soit f ∈ C([a, b]) (fonction continue de
[a, b]→ R). Alors

∃c ∈ [a, b] :
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx︸ ︷︷ ︸
moyenne def sur [a, b]

= f(c)

Démonstration : f étant continue, on a

∃xi, xs ∈ [a, b] : f(xi) = inf f([a, b]), f(xs) = sup f([a, b]) .

D’après l’éq.(iIs),

f(xi) ≤
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx ≤ f(xs) .

13
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D’après le thm. des valeurs intermédiaires appliqúe à f (continue) entrexi etxs, on a
∃c ∈ ]xi, xs[ (ou ]xs, xi[) tel que

f(c) =
1

b− a

∫ b

a

f(x) dx .

ut

1.3 Intégrale de Riemann et primitives

En principe il est possible de calculer des intégrales en utilisant simplement la
définition en terme des sommes de Darboux. Or, ceci est géńeralement assez lourd et
difficile. De plus, ayant fait le calcul de l’intégrale sur un intervalle, il faut le refaire
pour chaque autre intervallèa laquelle on s’int́eresse (̀a moins de pouvoir faire un
changement de variables plus ou moins compliqué).

Exemple 1.3.1CalculerJk =
∫ 1

0
xk dx pour k = 1 et k = 2, en utilisant des subdi-

visionséquidistantes de[0, 1].

Solution. Commexk est une fonction croissante surR+, elle est int́egrable et les
sommes de Darboux coı̈ncident avec les sommes de Riemann

sn =
n−1∑
i=0

1
n

(
i

n

)k
; Sn = sn +

1
n

=
1

nk+1

n∑
i=1

ik .

Pourk = 1, cette somme est bien connue :
∑n
i=1 i = 1

2n(n+ 1), et donc

Sn =
1
2

(1 +
1
n

) , J1 = lim
n→∞

Sn =
1
2

Pourk = 2, il faut utiliser
∑n
i=1 i

2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1), d’où

Sn =
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

n3
=⇒ J2 =

1
3
.

(Pour trouver la valeur de
∑
i2, on peut utiliser

∑
i2 =

∑
i(i − 1) +

∑
i, et ob-

server que la pemière expression est la valeur de
∑

(xi)′′ en x = 1. En permutant
somme et d́erivées, on calcule alors la2e dérivée de la somme géoḿetriqueégaleà
(1− xn+1)/(1− x), puis sa limite enx = 1.)

On voit que la ḿethode se ǵeńeraliseà n’importe quelk ∈ N, mais pourk ∈ R les
choses se compliquent. Aussi, pour calculer

∫ b
a
xk dx avec[a, b] 6= [0, 1], il faut faire

des changements de variables pour se ramener au cas ci-dessus.

L’objet de ce chapitre est d’introduire la notion de primitive d’une fonction, qui
permettra d’́eviter ce genre de calcul, en utilisant les conclusions du présent et les
méthodes des suivants chapitres.

14
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1.3.1 Primitive d’une fonction continue

SoitD ⊂ R etf : D → R une fonction nuḿerique d́efinie surD.

Définition 15 Une fonctionF : D → R estune primitive def dansD ssi
• F est d́erivable surD, et
• F ′ = f dansD.

Proposition 16 Si F et G sont deux primitives def , alors F − G est une
constante sur tout intervalleI ⊂ D.

Démonstration : Soita, x ∈ I. On applique le th́eor̀eme des accroissements finisà
la fonctionh = F−G, dérivable sur[a, x] ⊂ I comme somme de fonctions dérivables.
On a donc

∃c ∈ ]a, x[ : (F −G)(x)− (F −G)(a) = (x− a) (F −G)′(c)︸ ︷︷ ︸
=f(c)−f(c)=0

DoncF (x) − G(x) = F (a) − G(a), ce qui est une constante, indépendante dex qui
peut parcourir l’ensemble des points deI.ut

Remarque 1.3.1Le mot« intervalle» est essentiel dans cette proposition : siD est
réunion d’intervalles (ouverts) disjoints,F − G peutêtre diff́erent sur chacun des in-
tervalles.

Existence d’une primitive

Théorème 17 Toute fonction continuef : [a, b] → R poss̀ede une primitive,
donńee parF (x) =

∫ x
a
f(t) dt.

Démonstration : Vérifions que la fonctionF (x) =
∫ x
a
f(t) dt convient.

D’abord, cette int́egrale existe pour toutx ∈ [a, b] carf continue sur[a, b] doncf ∈
R0,ab. Calculons

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

=
1
h

[∫ x+h

a

f(t) dt−
∫ x

a

f(t) dt

]

=
1
h

∫ x+h

x

f(t) dt (relation de Chasles)

15
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D’après le thm. de la moyenne,∃ξ ∈ [x, x+ h] tel que

1
h

∫ x+h

x

f(t) dt = f(ξ) .

Donc

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

= lim
ξ→x

f(ξ) = f(x) .

(NB : Si x = a ou x = b on ne peut consid́erer que la limitèa gauche oùa droite,
c’est-̀a-direh > 0 ouh < 0.)ut

Remarque 1.3.2Ce ŕesultat permet d’identifier l’int́egration comme une anti-
différentiation (̀a une constante près), puisqueF ′ = f pourF (x) =

∫ x
a
f(x) dx.

Int érêt de la primitive

D’après le thm pŕećedent,F (x) =
∫ x
a
f(t) dt est une primitive def , et d’apr̀es la

proposition16, toute primitive def estégaleàF , à une constante près. Donc, siF̃ est
une primitive quelconque def , alorsF̃ = F + c, et

F̃ (b)− F̃ (a) = F (b)− F (a) =
∫ b

a

f(x) dx ,

en utilisant la relation de Chasles.

Ainsi, la connaissance d’une primitive quelconqueF d’une fonctionf sur un en-
sembleD permet de calculer l’int́egrale def sur n’importe quel intervalle[a, b] ⊂ D,
en appliquant la formule∫ b

a

f(x) dx =
[
F (x)

]b
a
≡ F (b)− F (a) .

Ainsi, bien que cela soit possible, on n’utilise dans la pratique quasiment jamais la
définition de l’int́egrale de Riemann en terme de sommes de Darboux, pour la calculer.
Sauf exceptions, on cherchera toujours une primitive def par les ḿethodes qui seront
dévelopṕees dans la suite, pour appliquer la formule ci-dessus.

1.4 Pratique du Calcul intégral

Nous allons ici aborder quelques méthodes pour calculer des primitives d’une large
classe de fonctions.

16
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1.4.1 Intégrale indéfinie

Soit f : D → R continue. On note
∫
f(x) dx l’une quelconque des primitives de

f , définieà une constante près que l’on ajoute toujours explicitement.

Exemple 1.4.1
∫

1
x dx = ln |x| + C. Ici, Df = R \ {0}, on peut donc avoir des

constantes diff́erentes sur]−∞, 0[ et sur ]0,∞[. Autrement dit,C est unefonction
constante sur chaque sous-intervalle deD.

On dit que
∫
f(x) dx estl’int égrale indéfiniedef , alors que

∫ b
a
f(x) dx s’appelle

int égrale d́efinie.

Remarque 1.4.1On utilise la notion d’int́egrale ind́efinie comme synonyme de pri-
mitive. On pourrait faire une distinction plus rigoureuse en définissant l’int́egrale
indéfinie

∫
f(x) dx comme l’une quelconque des fonctions de la forme

∫ x
a
f(x) dx,

ou a ∈ D n’est pas sṕecifié. (C’est ainsi qu’on la d́etermine et qu’on l’utilise, dans
l’esprit du sous-chapitre qui préc̀ede.) Les deux définitions sont́equivalentes au d́etail
près qu’on n’obtient alors pastoutesles primitives par les int́egrales ind́efinies : en
effet, en changeant la borne inférieurea on ne peut pas obtenir toutes les constantes, si
D est borńe ou si les primitives def sont borńees, c’est-̀a-dire silimx→±∞

∫ x
a
f(x) dx

est finie.

1.4.2 Primitives des fonctions usuelles

Par d́erivation, on v́erifie aiśement la validit́e des relations données dans le ta-
bleau1. De m̂eme, on v́erifie par d́erivation (r̀egle de châıne !) que∫

u′(x) f(u(x)) dx = F (u(x))

avec F (t) =
∫
f(t) dt .

Cette formule seráetudíee plus en d́etail dans le paragraphe1.4.5. Elle per-
met d’utiliser les formuleśelémentaires ci-dessus pour toute une classe de fonctions
élémentaires« compośees». Son application notamment au casu(x) = a x + b (et
doncu′ = a) est imḿediate et donne :∫

f(a x+ b) dx =
1
a
F (a x+ b)

Exercice 1.4.1Géńeraliser le formulaire pŕećedent, en remplaçantx dans l’int́egrand
par a x+ b.

17
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∫
xα dx =

xα+1

α+ 1
+ C (α ∈ R \ {−1})∫

1
x

dx = ln |x|+ C∫
cosxdx = sinx+ C∫
sinxdx = − cosx+ C∫
ex dx = ex + C∫

ch xdx = shx+ C (rappel :chx =
1
2

(ex + e−x))∫
sh xdx = chx+ C (rappel :shx =

1
2

(ex − e−x))∫
1

1 + x2
dx = arctanx+ C∫

1√
1− x2

dx = arcsinx+ C (−1 ≤ x ≤ 1)∫
1√

1 + x2
dx = Arshx+ C = ln(x+

√
1 + x2) + C2

TAB . 1 – Primitives des fonctions usuelles

1.4.3 Intégration par parties

Proposition 18 Pourf, g ∈ C1(I → R), on a∫
f ′(x) g(x) dx = f(x) g(x)−

∫
f(x) g′(x) dx

ou encore, avecI = [a, b] et en utilisant les int́egrales d́efinies :∫ b

a

f ′(x) g(x) dx =
[
f(x) g(x)

]b
a
−
∫ b

a

f(x) g′(x) dx

18
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Démonstration : On a

f(x) g(x) (+C) =
∫

(fg)′(x) dx =
∫

[f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)] dx

=
∫
f ′(x) g(x) dx+

∫
f(x) g′(x) dx ,

D’où (en absorbant la constante d’intégration dans les intégrales ind́efinies) la premìere
partie de la proposition. La deuxième partie s’obtient en prenant la valeur enb moins
la valeur ena.ut

Remarque 1.4.2Cette relation est souvent utilisé pour diminuer successivement le
degŕe d’un polyn̂omeg(x) qui multiplie une fonctionf ′(x) que l’on sait int́egrer.
Elle sert aussi pour l’int́egration des expressions faisant intervenir les fonctions trigo-
nometriques, òu l’on retombe sur la fonction d’origine après deux int́egrations.

Exemple 1.4.2Calculons la primitive
∫
x2ex dx. On posera deux fois successivement

f = ex = f ′ : ∫
x2ex dx = x2ex −

∫
2x ex dx

= x2ex − 2x ex + 2
∫
ex dx

= x2ex − 2x ex + 2 ex + C

Exemple 1.4.3Calculons la primitive
∫

sinx ex dx. On posera successivementf =
sinx, puisf = cosx :∫

sinx ex dx = sinx ex −
∫

cosx ex dx

= sinx ex −
[
cosx ex −

∫
(− sinx) ex dx

]
= (sinx− cosx) ex −

∫
sinx ex dx

On met tous les
∫

dans le membre de gauche et obtient après division par 2 :∫
sinx ex dx =

1
2

(sinx− cosx) ex ( + C )

19
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1.4.4 Formule de Taylor avec reste int́egral

Comme application importante de l’intégration par parties, démontrons le

Théorème 19 (formule de Taylor avec reste int́egral)
Poura, x ∈ R etf ∈ Cn+1([a, x]), on a

f(x) = f(a)+f ′(a) (x−a)+...+
1

n!
f (n)(a) (x−a)n+

1

n!

∫ x

a

f (n+1)(t) (x−t)n dt .

(4)

(Rappel : on noteCk(I) les fonctionsk fois contin̂ument d́erivables surI.)

Cette formule de Taylor avec reste intégral est historiquement la première parmi
les différentes formules de Taylor (cf. chap.??, page??), trouv́ee par Monsieur Brook
Taylor (1685–1731).

Elle sert pour le calcul dedéveloppements limitésqui serontétudíes au chapitre
suivant. Elle donne une approximation polynômiale de la fonctionf au voisinage de
a : en effet, six est proche dea, alors les termes de la forme(x− a)k deviennent tr̀es
petits, d’autant plus quek est élev́e. Le dernier terme, appelé « reste intégral» du
développement, tend encore plus vite vers zéro que(x − a)n (comme on le d́emontre
au chapitre??).

Démonstration : Pourn = 0, la formule est vraie : en effet, elle s’écrit dans ce
cas

f(x)− f(a) =
∫ x

a

f ′(t) dt ,

ce qui exprime simplement le fait quef est une primitive def ′, lorsquef ∈ C1([a, x]).

Supposons maintenant (4) vraie pour un certainn ∈ N, et quef (n+1) admette
une d́erivéef (n+2) continue sur[a, x]. Ainsi, les deux facteurs dans le reste intégral
vérifient les conditions suffisantes pour pouvoir faire une intégration par partie, avec
u = f (n+1) =⇒ u′ = f (n+2) etv′(t) = (x− t)n =⇒ v(t) = −1

n+1 (x− t)n+1. Alors∫ x

a

f (n+1)(t) (x− t)n dt

=
[
f (n+1)(t) −1

n+1 (x− t)n+1
]x
a
− −1

n+1

∫ x

a

f (n+2)(t) (x− t)n+1 dt .

La borne suṕerieure du crochet donne zéro et pour la borne inférieure les signes(−) se
compensent, on a donc∫ x

a

f (n+1)(t) (x− t)n dt

= 1
n+1 f

(n+1)(a) (x− a)n+1 + 1
n+1

∫ x

a

f (n+2)(t) (x− t)n+1 dt
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et en reportant ceci dans (4), on trouve la formule au rangn+ 1.ut

1.4.5 Changement de variable d’int́egration

Proposition 20 Soitf : I → R continue etϕ : J → I un diff́eomorphisme,
c’est-̀a-dire une bijection telle queϕ et ϕ−1 soient contin̂ument d́erivables.
Dans ce cas,∫

f(x) dx = F (ϕ−1(x)) avec F (t) =
∫
f(ϕ(t))ϕ′(t) dt ( + C ) .

Autrement dit,F ◦ ϕ−1 est une primitive def . En terme d’int́egrales d́efinis,
on a ∫ ϕ(b)

ϕ(a)

f(x) dx =
∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt .

Démonstration : Il faut et il suffit de montrer queF ◦ ϕ−1 a comme d́erivéef .
Or, d’apr̀es la r̀egle de châıne, on a

(F ◦ ϕ−1)′ = F ′ ◦ ϕ−1 · (ϕ−1)′

Or,F ′ = f◦ϕ·ϕ′ et(ϕ−1)′ = 1/(ϕ′◦ϕ−1) (ce qui se montre en dérivantϕ(ϕ−1(x)) =
x). Donc

(F ◦ ϕ−1)′ = f · ϕ′ ◦ ϕ−1 · 1/(ϕ′ ◦ ϕ−1) = f .

Pour une int́egrale d́efinie, on a donc∫ β

α

f(x) dx = F (ϕ−1(β))− F (ϕ−1(α))

=
∫ ϕ−1(β)

ϕ−1(α)

f(ϕ(t))ϕ′(t) dt

ce qui revient au m̂eme que la formule donnée dans l’́enonće aveca = ϕ−1(α) et
b = ϕ−1(β).ut

Applications — Disposition pratique :

Ce th́eor̀eme permet de calculer
∫
f si l’on sait calculer

∫
f ◦ ϕ · ϕ′, ou

réciproquement. Il est̀a la base de tout« l’art de l’intégration», qui consistèa trouver
les bons changements de variablesx = ϕ(t).

Dans la pratique, ońecrit alors

x = ϕ(t) =⇒ dx
dt

= ϕ′(t) .
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On écrit symboliquementdx = ϕ′(t)dt, et on substitue ces deux́equations dans
l’int égrale en question : ∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t)︸︷︷︸

=x

) ϕ′(t)dt︸ ︷︷ ︸
=dx

Puis, ayant trouv́e la primitiveF (t) du membre de droite, on retourneà la variablex
en substituantt = ϕ−1(x).

Exemple 1.4.4Calculons la primitive
∫

sinx cosxdx sur l’intervalle ]−1, 1[. Posons
sinx = t =⇒ cosxdx = dt. C’est justifíe car sin est une bijection diff́erentiable de
[−π2 ,

π
2 ] sur [−1, 1], et la fonction ŕeciproquex = arcsin t estégalement d́erivableà

l’interieur de cette intervalle. D’òu∫
sinx︸︷︷︸

=t

cosxdx︸ ︷︷ ︸
=dt

=
∫
tdt =

1
2
t2 + C =

1
2

(sinx)2 + C .

N.B. : En terme des d́efinitions de la proposition, on a travaillé avecϕ−1 plutôt qu’avec
ϕ ; c’est souvent plus ainsi qu’on procède dans la pratique.

Remarque 1.4.3 Il faut s’assurer que la fonctionϕ est effectivement une bijection,
géńeralement en considérant ses propríet́es de monotonie. Dans le cas echéant, il faut
découper l’intervalle d’int́egration en des sous-intervalles sur lesquelsϕ est monotone.

1.4.6 Formule de la moyenne ǵenéralisée.

Comme application intéressante des changements de variable, considérons le

Théorème 21 (de la moyenne, ǵenéralisé.) Soientf, g ∈ C([a, b]) et g > 0
sur ]a, b[. Alors,

∃ξ ∈ [a, b] :
∫ b

a

f(x) g(x) dx = f(ξ)
∫ b

a

g(x) dx .

Exercice 1.4.2Démontrer ce th́eor̀eme, eńetudiant la fonctionG(x) =
∫ x
a
g(t) dt

pour justifier le changement de variableu(x) = a+G(x)·(b− a)/G(b).

Solution : La fonctionG est bien d́efinie (g intégrable car continue) et dérivable sur
[a, b], avecG′ = g > 0 sur ]a, b[. DoncG est strictement croissante sur]a, b[, et
idem pouru, qui est donc bijection de[a, b] sur [u(a), u(b)] = [a, b]. u est d́erivable et
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u′ = g.(b− a)/G(b). Ainsi on peut faire le changement de variable pour passer dex à
u : ∫ b

a

f(x) g(x) dx =
∫ b

a

f(x(u)) du.
G(b)
b− a

.

En utilisant le th́eor̀eme de la moyenne pouru 7→ f(x(u)),

∃ũ ∈ [a, b] :
∫ b

a

f(x(u)) du = (b− a) f(x(ũ)) ,

on a le ŕesultat cherch́e, avecξ = x(ũ) (puisqueG(b) =
∫ b
a
g(t) dt).
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1.5 Intégration de fractions rationnelles : d́ecomposition en
éléments simples

Dans ce (long) chapitre, on montre comment on trouve une primitive pour toute
fraction rationnellef(x) = A(x)

B(x) , oùA,B sont de polyn̂omes. On proc̀ede paŕetapes,
en illustrant la th́eorieà l’aide de l’exemple

f(x) =
A(x)
B(x)

=
2x6 + 3x5 − 3x4 − 3x3 − 3x2 − 18x− 5

x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2

La premìere partie de ce chapitre est plutôt alǵebrique : nous citons et utilisons ici
plusieurs th́eor̀emes importants d’alg̀ebre sans d́emonstration, qui n’a pas sa place dans
ce cours d’analyse.

1.5.1 Division euclidienne

1e étape :On utilise le

Théorème 22 (et d́efinition : division euclidienne)
SoientA,B ∈ R[X], B 6= 0. Alors il existe un unique couple(Q,R) deR[X]
tel que

A = BQ+R et degR < degB

On dit queQ est le quotient etR le reste de la division euclidienne deA par
B.

Ainsi on peutécrire

f(x) =
A(x)
B(x)

=
B(x)Q(x) +R(x)

B(x)
= Q(x) +

R(x)
B(x)

avecdegR < degB. Le polyn̂omeQ(x) s’appellepartie entièrede la fraction ration-
nelle.

Exemple 1.5.1On effectue la division euclidienne comme suit :

2x6 + 3x5 − 3x4 − 3x3 − 3x2 − 18x− 5 x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2
2x6 + 2x5 − 4x4 − 2x3 − 2x2 + 4x 2x+ 1

x5 + x4 − x3 − x2 − 22x− 5
x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2

x3 − 21x− 7

On a donc

f(x) = 2x+ 1 +
x3 − 21x− 7

x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2
.

24



www.L es-M athematiques.net

1.5.2 Polyn̂omes irreductibles

2e étape :On consid̀ere donc doŕenavant une fraction rationnelleR(x)/B(x) telle que
degR < degB. Pour proćeder, on pose

Définition 23 Les polynômes irréductibles (sur R) sont les polyn̂omes de
degŕe 1 et les polyn̂omes de degré 2 sans racine ŕeelle (c’est-̀a-dire aX2 +
bX + c avec∆ = b2 − 4 a c < 0).
Un polyn̂ome estunitaire ssi le coefficient du terme de plus haut degré est 1.

On se servira du

Théorème 24 Tout polyn̂ome deR[X] se d́ecompose de manière unique en un
produit de la forme

P (X) = a (X−r1)m1 · · · (X−rp)mp(X2+b1X+c1)n1 · · · (X2+bqX+cq)nq

c’està dire d’une constantea qui est le coefficient du terme de plus haut degré
deP , et de polyn̂omes irŕeductibles unitaires :ri sont les racines (distinctes)
deP , mi leurs multiplicit́es, et les facteurs de degré 2 sont sans racine réelle
(c’est-̀a-dire avec∆ = b2j − 4 cj < 0).

On utilise cette d́ecomposition pour le polyn̂omeB(x) au d́enominateur de la frac-
tion rationnelle. On suppose de plus que le numérateur n’a pas de facteur commun avec
le dénominateur, sinon on simplifie par ce facteur commun.

Exemple 1.5.2Pour trouver la factorisationB(x), on commence par chercher des
racines “évidentes” en t̂atonnant (i.e. en essayant pourx les valeurs 0,±1,...). On
trouve queB(1) = 0 etB(−2) = 0, donc(x− 1)(x+ 2) = x2 + x− 2 diviseB(x).
On effectue la division euclidienne

x5 + x4 − 2x3 − x2 − x+ 2 x2 + x− 2
x5 + x4 − 2x3 x3 − 1

0 − x2 − x+ 2
−x2 − x+ 2

0

Or,x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1), par conśequent,

B(x) = (x+ 2)(x− 1)2(x2 + x+ 1)

En effet,x2 + x+ 1 est un trin̂ome du 2nd degŕe à discriminant ńegatif.
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1.5.3 P̂oles etéléments simples

3e étape

Définition 25 On dit quef(x) := A(x)
B(x) , A,B ∈ R[X], est une fraction ra-

tionnelle irréductible ssi les polyn̂omesA etB sont sans facteur commun.
On appelle p̂oles de la fraction rationnelle irŕeductible les racines du polynôme
B.
SoitB(X) = a (X − r1)m1 · · · (X − rp)mp(X2 + b1X + c1)n1 · · · (X2 +
bqX + cq)nq la décomposition irŕeductible deB.
On appelleéléments simples de1e esp̀ecerelatifs aux p̂olesri, lesmi fonc-
tions rationnelles du type

A1

x− ri
,

A2

(x− ri)2
, . . . ,

Ami
(x− ri)mi

,

où lesAk sont des constantes réelles.
On appelléeléments simples de2e esp̀ecerelatifs aux polyn̂omes irŕeductibles
X2 + bjX + cj , lesnj fonctions rationnelles du type

B1 x+ C1

x2 + bjx+ cj
,

B2 x+ C2

(x2 + bjx+ cj)2
, . . . ,

Bnj x+ Cnj
(x2 + bjx+ cj)nj

,

où lesBk, Ck sont des constantes réelles.

Exemple 1.5.3Décrire leséléments simples de

R(x)
B(x)

=
x3 − 21x− 7

(x+ 2)(x− 1)2(x2 + x+ 1)

– éléments simples de1e esp̀ece :
· le pôlex = 1 de multiplicit́e 2 2 éléments simples :

A1

x− 1
,

A2

(x− 1)2
,

· pôlex = −2 de multiplicit́e 1 1 éléments simple :
A3

x+ 2
.

– éléments simples de2e esp̀ece :· 1 seul, associé au facteur irreductiblex2 +x+

1 :
B1 x+ C1

x2 + x+ 1
.

Attention : il faut toujours d’abord s’assurer de la décomposition complète du
dénominateur ! Par exemple,B(x) aurait pu être écrit commeB(x) = (x − 1)(x +
2)(x3 − 1) ; ce qui ne permet pas de voir immédiatement leśeléments simples.
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Théorème 26 Soitf(x) = A(x)/B(x) une fct. rationnelle irŕeductible. Alors

1. SiA = BQ + R, degR < degB (div.euclidienne deA par B), on a
f = A

B = Q+ R
B dansDf .

2. R
B se d́ecompose de manière unique comme somme de tous leséléments
simples relatifs̀aB :

R(x)
B(x)

=
∑
i

∑
k

Aik
(x− ri)k

+
∑
j

∑
`

Bjk x+ Cjk
(x2 + bjx+ cj)k

. (des)

Exercice 1.5.1Donner la structure de la d́ecomposition eńeléments simples de
f(x) = R(x)/B(x).
On a

R(x)
B(x)

=
x3 − 21x− 7

(x+ 2)(x− 1)2(x2 + x+ 1)

=
A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2
+ +

A3

x+ 2
+
B1 x+ C1

x2 + x+ 1
. (*)

NB : quand on ne demande que lastructurede la d́ecomposition, on peut laisser les
Ai, Bj , Cj indétermińees.

1.5.4 Calcul des coefficients d’une d́ecomposition eńeléments simples

4e étape :(la plus dure...)

(a) : POUR LES P̂OLES SIMPLES DE MULTIPLICIT́E 1

On multiplie l’éq. (des) par(x− ri), et on prendx = ri : dans le membre de droite
ne survit queAi, dont la valeur est donné par le membre de gauche,R(ri)/B′(ri) avec
B′(x) = B(x)/(x− ri) (simplifié).

Par exemple, appliquons ceci au calcul deA3 : En multipliant (*) par(x+ 2), on a

x3 − 21x− 7
(x− 1)2(x2 + x+ 1)

= (x+ 2)
(

A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2

)
+A3 + (x+ 2)

B1 x+ C1

x2 + x+ 1

et en posantx = −2,

−8 + 21·2− 7
9·3

= A3 ⇐⇒ A3 = 1 .
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(b) : LES COEFF. Aimi DES PÔLES DE MULTIPLICITÉ mi

Pour trouver le coefficientAi,mi qui correspond̀a un p̂ole d’ordremi, on multiplie
par(x− ri)mi , puis on prendx = ri : de manìere analoguèa ce qui pŕec̀ede, on trouve
le coeff. recherch́e.

Dans notre exemple, on détermine ainsiA2 en multipliant par(x− 1) :

x3 − 21x− 7
(x+ 2)(x2 + x+ 1)

= (x− 1)A1 +A2 + (x− 1)
(

A3

x+ 2
+
B1 x+ C1

x2 + x+ 1

)
et en prenantx = 1,A2 = (1− 21− 7)/(3·3) = −3.

(c) : LES COEFF. Bjnj , Cjnj DES FACTEURS QUADRATIQUES

On peut appliquer la m̂eme ḿethode, mais avec les racines complexes de ces fac-
teursx2 + bjx+ cj . Pour cel̀a, on multiplie par le facteur(x2 + bj x+ cj)nj , puis on
prendx égalà une des racines complexes du facteur, pour trouver (avec la partie réelle
et imaginaire) les coeff.Bj etCj : Dans notre cas,

x2 + x+ 1 =
x3 − 1
x− 1

,

les racines sont donc les 2 racines 3es non-triviales de l’unit́e,j = exp 2π i
3 . (En effet, il

convient de v́erifier quex = j est vraiment un p̂ole en calculantR(j) = 1−21 j−7 6=
0.)

En multipliant (*) parx2 + x+ 1

x3 − 21x− 7
(x− 1)2(x+ 2)

= (x2 + x+ 1)
(

A1

x− 1
+

A2

(x− 1)2
+

A3

x+ 2

)
+B1 x+ C1

et en prenantx = j, on trouve ainsi

1− 21 j − 7
j3 + 2 j2 − 2 j2 − 4 j + j + 2

= B1 j + C1

B1 j + C1 =
−6− 21 j

3− 3 j
= −2 + 7 j

1− j
ce qui donne (partie réelle et imaginaire) les coefficientsB etC apr̀es un petit calcul.
Cependant, ici ce calcul de nombres complexes est un peu lourd et on utilisera plutôt
une autre ḿethode, par exemple celle des limites.

(d) : LES AUTRES COEFF. Aik DES PÔLES DE MULTIPLICITÉ mi > 1

Ces coefficients peuvent aussi se calculer par laméthode du changement de va-
riable t = x− ri. Ceci nous ram̀eneà un p̂ole ent = 0. Pour calculer les coefficients
assocíesà ce p̂ole, on fait la division par les autres facteurs deB(t + ri) suivant les
puissances croissantes ent, à l’ordremi − 1 ; c’est-̀a-dire on s’arr̂ete lorsque le reste
ne contient que des termes de degré suṕerieur ouégaleàmi, de façoǹa pouvoir mettre
en facteurtmi . Le quotient donne alors tous les coefficients associés au p̂ole ri.
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Exemple 1.5.4Dans notre exemple, le changement de variable estt = x − 1 ⇐⇒
x = t+ 1, donc

x3 − 21x− 7
(x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)

=
t3 + 3 t2 − 18 t− 27
t2(t+ 3)(t2 + 3 t+ 3)

.

On divise alorst3 + 3 t2 − 18 t− 27 par (t+ 3)(t2 + 3 t+ 3) = 9 + 12 t+ 6 t2 + t3

suivant les puissances croissantes,à l’ordre 1 :

−27− 18 t + 3 t2 + t3 9 + 12 t+ 6 t2 + t3

−27− 36 t− 18 t2 − 3 t3 −3 + 2 t
18 t+ 21 t2 + 4 t3

18 t+ 24 t2 + 12 t3 + 2 t4

−3 t2 − 8 t3 − 2 t4

.

D’où :

−27− 18 t+ 3 t2 + t3 = (−3 + 2 t)(9 + 12 t+ 6 t2 + t3) + (−3 t2 − 8 t3 − 2 t4)

En divisant part2 (t+ 3)(t2 + 3 t+ 3), on a donc

−27− 18 t+ 3 t2 + t3

t2 (t+ 3)(t2 + 3 t+ 3)
=
−3 + 2 t

t2
+

−3− 8 t− 2 t2

(t+ 3)(t2 + 3 t+ 3)
,

et on d́eduit du premier terme queA1 = 2 etA2 = −3.

NB : cette méthode est surtout int́eressante s’il y a un p̂ole de multiplicit é élev́ee
(≥ 4) et peu d’autres facteurs dansB(x), ou alors s’il s’agit dès le d́ebut d’un pôle
enx = 0 (ce qui évite le changement de variable).

(e) : MÉTHODES ǴENÉRALES POUR LES COEFF. RESTANTS

(i) : méthode des limites

Cette ḿethode consistèa multiplier d’abord par la plus basse puissance qui inter-
vient dans la d́ecomposition eńeléments simples, et de prendre la limitex→∞ (où il
suffit de garder les puissances les plusélev́ees). Ainsi, on a dans le membre de droite la
somme des coefficients qui correspondentà cette puissance, qui permet de déterminer
un coefficient en terme des autres.

Exemple 1.5.5Dans notre exemple, on multiplie parx, la limite donne alors

lim
x4

x5
= 0 = A1 +A3 +B1

et doncB1 = −A1 −A3 = −2− 1 = −3.

(ii) : méthode des valeurs particulières
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Une autre ḿethode consistèa simplement prendre des valeurs particulières pour
x (diff érents des p̂oles) et ainsi d’avoir un système d’́equations qui permettra de
déterminer les coefficients manquants.

Exemple 1.5.6Dans notre exemple, prenonsx = 0 :

−7
2

= −A1 +A2 +
A3

2
+ C1

et doncC1 = − 7
2 +A1 −A2 − A3

2 = − 7
2 + 2 + 3− 1

2 = −4 + 5 = 1.

Remarque : dans le cas ǵeńeral, il faut ainsi cŕeer un syst̀eme d’autant d’́equations
(indépendantes) qu’il reste de coefficientsà d́eterminer.

(iii) : par identification

La méthode ǵeńerique qui marche toujours mais qui n’est pas toujours pas la plus
rapide, consistèa ŕeécrire la somme deśeléments simples sur le dénominateur commun
qui estB(x), et d’identifier les coeff. des m̂emes puissances dex du membre de gauche
(coefficients deR(x)) et du membre de droite (lesA,B,C multipliés par une partie des
facteurs deB(x)).

Ainsi on obtient un système d’́equations lińeaires dont la solution donne les coeffi-
cients (manquants).

1.5.5 Application au calcul de primitives

Avec la techniquéetudíee dans ce chapitre, on peut intégrer toute fonction ra-
tionnellef(x) = A(x)

B(x) . En effet, on commence par simplifierA(x) par les facteurs
irréductibles deB(x) pour d́esormais pouvoir supposerf(x) irréductible. Ensuite, au
cas oudegA ≥ degB, on effectue la division euclidienne pour avoir

f(x) = Q(x) +
R(x)
B(x)

avec degR < degB .

Enfin, on d́ecomposeR(x)
B(x) en éléments simples. On n’a donc plus qu’à trouver les

primitives pour les deux types d’éléments simples,∫
dx

(x− r)k
et

∫
Ax+B

(x2 + b x+ c)k
dx .

La premìere int́egrale ne pose pas de problème, sa primitive est

(x− r)−k+1

−k + 1
si k 6= 1 et ln |x− r| si k = 1 .

Consid́erons donc le 2e type d’intégrale. On l’́ecrit d’abord sous la forme

Ax+B

(x2 + b x+ c)k
= D

2x+ b

(x2 + b x+ c)k
+

E

(x2 + b x+ c)k
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avecD = A
2 etE = B − bD. Ainsi, le premier terme est de la formeDu′ u−k, avec

la primitive D
−k+1u

−k+1 (resp.D ln |u| pourk = 1).

Tout ce qui reste donc̀a calculer est la primitive
∫

dx
(x2+b x+c)k

(∆ < 0).

Pour ce faire, on se ram̀ene par un changement de variableà cette int́egrale avec
b = 0 et avecc = 1, en posant successivementu = x+ b

2 , puist =
√
c− b2/4u).

Pour calculer
∫

dt
(t2+1)k

, on poset = tan θ, θ ∈
]
−π2 ,

π
2

[
, dt = (1 + tan2 θ)dθ.

[justifier ce chgt de variable !]
Alors∫

dt
(t2 + 1)k

=
∫

(1 + tan2 θ)dθ
(1 + tan2 θ)k

=
∫

dθ
(1 + tan2 θ)k−1

=
∫

(cos θ)2k−2 dθ

(rappel :1/ cos2 θ = 1 + tan2 θ).
Pourk = 1, une primitive estθ = arctan t. Sinon, on fait une int́egration par partie
d’un facteurcosx pour diminuer l’exposant de 2 :∫

cos2k−2 xdx = [cos2k−3 x sinx]−
∫

(2k − 3) cos2k−4 x(− sinx) sinxdx

= [cos2k−3 x sinx] + (2k − 3)
∫

cos2k−4 x(1− cos2 x) dx

=
1

2k − 2

(
[cos2k−3 x sinx] + (2k − 3)

∫
cos2k−4 xdx

)
où la dernìere ligne est obtenue en faisant passer toutes les

∫
cos2k−2 xdx dans le

membre de gauche puis en divisant par le coefficient4 − 2k. Avec cos2k−3 x sinx =
cos2k−2 x tanx et cos2 x = 1 + tan2 x, on a enfin

Ik :=
∫

dt
(t2 + 1)k

=
1

2k − 2

([
t

(1 + t2)k−1
]
]

+ (2k − 3)Ik−1

)
ce qui permet, avecI1 = arctan t, de calculerIk pour toutk ∈ N∗.

Remarque 1.5.1Dans la pratique, on effectue le changement de variables pour passer
dex2 + b x+ c à 1 + tan2 θ en une seule fois.

Exemple 1.5.7Onécrira par exemple

x2 + x+ 1 =
(
x+

1
2

)2

− 1
4

+ 1 =
(
x+

1
2

)2

+
3
4

=
3
4

[√4
3

(
x+

1
2

)]2

+ 1

 =
3
4

(tan2 θ + 1) ,

avectan θ =
√

4
3

(
x+ 1

2

)
.

31



www.L es-M athematiques.net

1.5.6 Primitives des fonctions rationnelles desinx et cosx

Définition 27 On dit quef(x) est une fonction rationnelle desinx et cosx
s’il existent des polyn̂omes (en 2 variables)A,B ∈ R[X,Y ] (c’est-̀a-direA =∑
aij X

i Y j , idem pourB) tels quef(x) = A(sinx, cosx)/B(sinx, cosx).

Exemple 1.5.8f(x) =
cosx− sinx
sinx cos2 x

: ici, A = Y −X,B = X Y 2.

Méthode d’intégration : On distingue 3 cas (aide mnémotechnique : la nouvelle
variable est chaque fois invariante sous la transformation considéŕee)

– si f(−x) = −f(x), on poset = cosx (invariant, orsin(−x) = − sin(x))
– si f(π − x) = −f(x), on poset = sinx (invar., orcos(π − x) = − cos(x))
– si f(π + x) = f(x), on poset = tanx (invar., maissin, cos chgt de signe)

Exemple 1.5.9f(x) =
sinx

cos3 x+ sin2 x
. On poset = cosx, dt = − sinxdx, donc

∫
f(x)dx =

∫
−dt

t3 + (1− t2)
,

on arrive ainsià une simple fraction rationnellèa intégrer, et on substituera finalement
t = cosx dans le ŕesultat.
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1.5.7 Autres fractions rationnelles

Dans les cas suivants, on peut encore se ramenerà la recherche d’une primitive
d’une fraction rationnelle :

Théorème 28

a) f(ex, shx, chx, thx) : on poset = ex, x = ln t, dx = 1
t dt. Avecshx =

1
2 (t− t−1), chx = 1

2

(
t+ t−1

)
, on retrouve une fraction rationnelle en

t.

b) f
(
x, n
√

a x+b
c x+d

)
avecad− bc 6= 0 : on pose

y = n

√
a x+ b

c x+ d
⇐⇒ x =

b− d yn

c yn − a
, dx =

a d− b c
(c yn − a)2

n yn−1dy.

et on retrouve encore une fraction rationnelle eny.

c) f(x,
√
a x2 + b x+ c) : On transforme la racine en une des formes sui-

vantes :
–
√
t2 + 1 : on pose alorst = shu =⇒

√
t2 + 1 = chu

–
√
t2 − 1 : on pose alorst = ± chu (u > 0) =⇒

√
t2 − 1 = shu

–
√

1− t2 : on pose alorst = sinu ou t = cosu
Dans chacun des cas, on retombe sur une fraction rationnelle d’un des
types qui pŕec̀edent (avecch, sh ou sin, cos).

Exemple 1.5.10f(x) =
x√

x2 + 4x+ 5
: on ax2 +4x+5 = (x+2)2 +1, on posera

doncx+ 2 = shu, d’ou
√
x2 + 4x+ 5 = chu, dx = chu du et∫

f(x) dx =
∫

shu− 2
chu

chu du =
∫

(shu− 2) du

= chu− 2u =
√
x2 + 4x+ 5− 2 Arsh (x+ 2) .
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