Résume de cours de probabilités pour
I'agrégation interne
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A.Mizrahi

1 Espace de probabilités

1.1 Comment définir "la somme" d’'une famille dénombrable de réels ?

La bonne facon de faire des probabilités est de regarder I'intégrale de Lebesgue, on peut s’en
passer si on se limite au cas dénombrable, dans ce cas la notion de famille sommable suffit (hors
programme voir partie 1.2), si on veut y échapper on peut tout ramener a des série mais c’est un peu
alambiqué. C’est toutefois ce que je présente rapidement dans cette partie 1.1. Il est entendu que faire
la somme d’'un nombre fini de réels ne pose pas de probléme.

Proposition 1 : Soito une bijection déN dansN, si la série) _ u,, est absolument convergente, alors
la série de terme généra} ) est convergente et a méme somme Hue,,.

Exemple 1 : Soit (u,,) définie paruy, = #1 etug,_ 1 = *71 eto la bijection deN surN définie par

o(3n) =2n
oc(Bn+1)=4n+1
oc(B3n+2)=4n+3

Il est facile de voiry v, = 0 et on montre a l'aide de série entiere par exemple)jue,,) = In2.

La convergence absolue est donc une condition importante pour pouvoir sommer sans tenir compte
de l'ordre.

Proposition 2 : Soit I un ensemble dénombrabletine bijection deN dansi, si la Série)  uy(x)

est absolument convergente, alors pour toute bijectide N dans/ la série}  u,,) est absolument
convergente et a méme somme que la précédente.

Definition 1 : Dans ce cas on dit que la famille;);c; est sommable et on noje ., u; la somme de
cette série.

Proposition 3 : Soit/ fini ou dénombrable, non vide, éf,).cx une partition finie ou dénombrable
del. (u;);c; €St sommable ssi pour toute X la famille (u;);c;, €est sommable et si on notg sa
somme la famillg.S,).cx est sommable. On a alors :

D Se= ) u=) u

zeX rzeX 1€, el

1.2 Familles sommables

Hors programme mais c’est la facon agréable de penser les choses, avec les résultats qui précédent
on peut s’en passer.

1.2.1 Familles positives

Définition 2 : Soit (u;);c; une famille de réels positifs, indicée parfini ou dénombrable, non
vide, cette famille est dite sommable si 'ensemble des sommes d’'un nombre finieedé ma-
jorée, on appelle alors somme de la famille et on role; «; la borne supérieur de I'ensemble
{3, ui|J estune partie finie dé}.

Proposition 4 : Si (u;);c; famille positive, est sommable toute famille;);c; ou J est une partie de

I estsommable €L, u; <>, u;.

Proposition 5 : Une famille positive(u;);c; avecl dénombrable est sommable ssi il existe une
bijectiony deN dans/ telle que la série de terme généual,,) converge.
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1.2 Familles sommables A.Mizrahi

Proposition 6 : Soit I fini ou dénombrable, non vide, éf,).c x une partition finie ou dénombrable
del. (u;);c; €St sommable ssi pour toute X la famille (u;);c;, €est sommable et si on notg sa
somme, la famillg.S,.).c x est sommable. On a alors :

2 wm= ) =D u

zeX i€l r€X Sy i€l

Remarque 1 : Il'y a un peu la méme différence entre intégrale généralisée et intégrabilité qu’entre
série et famille sommable.

1.2.2 Familles de réels

Définition 3 : Soit (u;);c; une famille de réels, indicée parffini ou dénombrable, non vide, cette
famille est dite sommable §ju;|);c; est sommable, on définie alors sa somme par :

Zui: Z Jui| — Z i

iel ie{iel|u;>0} ie{iel|u;<0}
Proposition 7 : Si (u;);c; est sommable toute famille:;);c, ou J est une partie dé est sommable.

Proposition 8 : Une famille(u;);c; est sommable ssi il existe une bijectiprde N dans! telle que
la série de terme général,,, converge absolument.

Remarqgue 2 : Cette proposition prouve que les deux définitions 1 et 2 de familles sommables sont
équivalentes.

Remarque 3 : (u,)..n €St sommable ssi la sérje u,, est absolument convergente, on a alors la
somme de la série et la somme de la famille qui sont égales.

Remarque 4 : Une des différences fondamentale qu’il y a entre famille sommable et série est I'ordre,
dans une série les éléments sont ordonnés, alors que I'on peut regarder une famille sommable indicée
par les rationnel§Q).

Proposition 9 : Soit ] fini ou dénombrable, non vide, éf,)..c x une partition finie ou dénombrable
de/. Dans le cas ou la familles;);c;, est sommable, on notg, sa somme.

La famille (u;);c; est sommable ssi pour toute X la famille (u;);c;, €est sommable et la famille
(S:)zex €st sommable. On a alors :

D 8= w=) u

zeX reX icl, i€l

Proposition 10 : Soient! fini ou dénombrable, non vide, éf, ),y Une suite croissante de parties
de[ telle queUI, = I et(u;);c; une famille sommable alors :

lim 5 u; = E U,
n—oo

i€ln el

Preuve : Pour une famille positive, toute famille finie dg est une famille finie dé donc
D ws ) u
i€ln el

Soite > 0 alors il existe un/ finie del, tel que) _,_ ;u; > > .., u; — ¢, etil existe unV a partir duquel tout
lesI, contiennent/. D'ou le résultat. Pour une famille quelconque, on regarde les termes positifs et les termes

négatifs.
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1.3 Généralités A.Mizrahi

1.3 Généralités

Définition 4 : Une tribu sur un ensembie est un ensembl& de parties dé€) qui vérifie :
l.oeT
2. Siune partied est dang/” alors son complémentaire appartient aussi a
3. Siune famille finie ou dénombrable de partiesdappartiennent & alors leur réunion aussi

On appelle événement les éléments de la tribu.

Remarque 5 : Dans la théorie qui va suivre, on cherche & mesurer les parti@saepour pouvoir
construire une théorie intéressante, il faut se limiter a certaines parties, ces parties vont étre les élé-
ments de la tribu. Une intersection finie ou dénombrable d’éléments d’une tribu appartient a la tribu.

Définition 5 : Une probabilité sur un ensemtdlemuni d’'une tribu7 est une application d& dans

R* qui a les 2 propriétés suivantes’{)) = 1 et si(A;);c; est une famille finie ou dénombrable
d’éléments de7 deux a deux disjoints alors la famille®(4;));cn €St sommable et sa somme est
égale aP(UA;).

Remarque 6 : La deuxieme propriété est une propriété de mesure, penser aux aires, aux volumes,
aux masses...

Proposition 11 : Propriétés d’une probabilite :

P(®)=0,P(A)=1—-P(A), P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

Proposition 12 : Si (A,,),en €st une famille croissante dealorslim,, P(A,) = P(U,A,)

Preuve : On posed, = &, ona alorsJA,, = U(A,, \ A,—1) etles ensembled,, \ A,—; sont disjoints deux a

deux on a donc

N
P(UA,) =) P(Ap\Ap1) =Y (P(4A,) = P(An 1)) = Jim_ (P(As) — P(An-1))
n=1
N
or ) (P(An) — P(An_1)) = P(Ay) — P(Ag) d'ou P(UA,) = lim P(A,)
n=1

1.4 Probabilités conditionnelles et indépendance

Définition 6 : Si B est un événement de probabilité non nulledatn événement alors on définit la
probabilité conditionnelle dd sachantB par

P(A|B) = —P(]f(;f)

Proposition 13 : Si P est une probabilité sur?, 7), et B un événement de probabilité non nulle,
alors P(.|B) définie une nouvelle probabilité sun, 7).

Remarque 7 : Cette propriété justifie I'écritur@z(A) = P(A|B)

Proposition 14 : Soit (A;c;) une partition finie ou dénombrable d’événements de probabilité non
nulle, deQ? alorsP(A) = >, ., P(ANA;) = >, P(A|A;) P(A;).

Définition 7 : Deux événementd et B sont indépendants $i(A N B) = P(A)P(B).

Une famille d’événements4; );c; sont indépendants si pour toute partie fiide / on a

P (ﬂ Aj> =[P4

jeJ jeJ
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A.Mizrahi

Remarqgue 8 : L'indépendance et I'indépendance deux a deux sont deux notions différentes, I'indé-
pendance entraine I'indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse.

Remarque 9 : Le terme indépendance est bien choisi car il permet de modéliser I'idée non mathé-
matique d’indépendance de deux résultats, par exemple lorsque je lance deux dés, le résultat de I'un
est indépendant du résultat de l'autre, il N’y a aucune notion mathématique ici, mais on va modéliser
le probleme de tel sorte que les événements lié a chacun des dés soient indépendants.

2 Variable aléatoire réelle

Définition 8 :  Soit (2, 7, P) défini comme précédemment, (on parle d’'un espace de probabilité
ou d’'un espace probabilisé). Une variable aléatoire est une fonctiohddnsR telle que I'image
réciproque de tout intervalle de appartienne & . En théorie de l'intégration on parle de fonction
mesurable .

Remarque 10 : Si 7 est 'ensemble des parties €e alors toute fonction d€) dansR est une
variable aléatoire.

Définition 9 : On note(X = a) pour X *({a}), (X € I) pour X (1) et (X < a) pour X (] —
00, af), etc. ..

Définition 10 : (hors programme) On appelle tribu borélienneRdet on note3!, la plus petite tribu
deR qui contient tous les intervalles de

Proposition 15 : (admis, hors programme) Pour qu’une fonctiorftldansR soit une variable aléa-

toire il faut et il suffit que I'image réciproque de tout élément de la tribu borélighnappartienne a

7T, c’est en fait la bonne notion de variable aléatoire.

Définition 11 : Dans ce cas la fonctioRy définie sui3!, a valeur danf), 1], parPx(A) = P(X1(A))

est une probabilité syiR, B'), on I'appelle loi deX . La loi d’'une variable aléatoire est donc une pro-
babilité sur(R, B').

Remarque 11 : Trés souvent, on travaille sur une variable aléatoire, "sans la connaitre", il arrive
méme fréquemment guene soit pas explicité, on connait juste la loi de la variable aléatoire, et c’est
suffisant. Ainsi pour modéliser certains phénomeénes, on peut soit utiliser un espace de probabilité,
soit utiliser une variable aléatoire et travailler sur sa loi.

Proposition 16 : (admis) SoientX, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace de
probabilité, et\ un réel, alorsX + Y, AX, XY, max(X,Y), min(X,Y') sont des variables aléatoires,

si de plusf est une fonction continue par morceauxRieansR alors f o X est aussi une variable
aléatoire.

Définition 12 : On appelle fonction de répartition de la variable aléatairéa fonction F'xy définie

SUrR parFx(t) = P(X <1).

Remarque 12 : La fonction de répartition est bien définie c&r'(] — oo, ¢]) appartient a la tribu.
Proposition 17 : (hors programme, énoncé dans toute sa généralité) La loi d’une variable aléatoire
est entierement déterminée par sa fonction de répartition. Ceci revient a dire que I'application qui a
une loi donnée associe sa fonction de répartition est injective.

UNIVERSITE
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A.Mizrahi

3 Variable aléatoire discrete

3.1 Définition

Définition 13 : Ce sont les variables aléatoires telles diig)) est une partie finie ou dénombrable
deR.

Dans cette partie toutes les variables aléatoires sont discrétes.
Définition 14 : On appelle loi (de probabilité) de la variable aléatoire discPéta fonctionpy :
X(Q2) — R, px(x) = P(X = z). On appelle fonction de répartition de la variable aléatdiréa
fonction F'y définie suR par Fx (t) = P(X <t).
Remarque 13 : La loi est bien définie caX ~!([z, z]) appartient a la tribu. On remarque que la
fonctionpy permet de définir une probabilifé surR, P(A) = >_ . 1y (o Px(z).Elle correspond a
la définition 11 plus général de la loi d'une variable aléatoire réelle.

Exercice 1 : On jette un dé bleu et un dé vert, modéliser a I'aide d’'un espace de probabilité les
différents résultats possibles. On s’intéresse a la somme des deux dés, comment peut-on modéliser
cette somme a I'aide d’une variable aléatoif@

Remarque 14 :Fx(t) = >_, | oqnx (o) (X = ) avec une somme au sens de la définition 1.

Proposition 18 : La fonction de répartitiorf'y d’une variable aléatoire discréete a les propriétés
suivantes :

1. Fx est croissante.

2. Fx est continue a droite.

3. lim_ Fx =0

4. lim, . Fx =1

5. Deux V.A.D. ont méme loi si et seulement si elles ont méme fonction de répartition.

Preuve :La croissance est clairesk ¢’ alors(z < t) C (z < t').

La continuité a droite est plus délicate, com#ig est croissante il suffit de montrer que pour tout paint
lim Fy(a+2) = Fx(a),or Fx(a+2)=1—-P(X > a+ 1) etlafamille(X > a + 1), estune suite
croissante d’ensembles, on peut donc appliquer la proposition 12 on a :

limP(X>a+%):P(U(X>a+%)) ~ P(X > a)

d’'ou le résultat. Idem pour les limites emo.

5) Le sens direct est immédiat avec la remarque 14, la réciproque I'est un peu méips=sFy, on
commence par remarquer gig (a) — Fx(a — ) = P(a — 1 < X < a), comme précédemment a I'aide
d’'un passage a la limite on obtient qi¢X = a) = Fx(a) — lim,, F'x(a — ). L'égalité des fonctions de

1
n
répartitions donne bien I'égalité des lois.

3.2 Espérance

Définition 15: On suppose qu& (2) = {x;|i € I} ou[ est soit fini, soit égal & (ceci permet de se
ramener a des séries plutdt qu’a des familles sommables), &ant distincts deux a deux. Sila série

> |zl P(X = x;) converge X possede une espérance définie paX) = > ., 2, P(X = x;).

Poura € N*, sila séried_ |z;|*P(X = xz;) est convergenteX posséde un moment d’ordee> 0

defini par)_, ¥ P(X = x;). Si X possede un moment d’ordre 2, on définit la varianceXdpar

var(X) = E((X — E(X))?).

Remarque 15 : Si I est fini, ce ne sont pas des série mais juste des sommes finis, les remarques du
début (prop. 2) sur la sommabilité montre que ces définitions ne dépendent pas de la facon dont on

indice I'ensembleX (£2).
UNIVERSITE
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3.2 Espérance A.Mizrahi

Remarque 16 : Si () est fini ou dénombrable ce qui n’est pas en général le cas pour une variable
aléatoire discréte, alors I'espéranceXen’est autre que_ ., X (w)P({w}), quitte a se restreindre

a ce cas, les différentes propriétés que I'on va voir par la suite sont beaucoup plus simples a démon-
trer. C’est en un certain sens la bonne notion de I'espérance, que I'on généralise avec la théorie de
Lebesgue.

Définition 16 : Une variable aléatoire est dite centrée si elle est d’espérance nulle, et réduite si elle
est de variance égale a 1.

Exercice 2 : Soit X une variable aléatoire de loi uniforme guy, . .., n}, déterminer son espérance.

Proposition 19 : Si g est une application d& (2) dansR alorsg(X) = g o X est une V.A. discréte
dont la loi est donnée par

Vyeg(X(Q), P(g(X)=y)= >  P(X=u)
[eeX @lg(x)=y)

Preuve : Soient/ un intervalle deR, et F = (go X)) 1(I) = X 1(¢7 (1)) c X1 (g~ (I) n X(Q)) or
X () est fini ou dénombrable, doric s’écrit comme une réunion dénombrable d’éléments de la tribu,

F= U X~'({a})

ae(X(@)ng=1(1))

c’est donc un élément de la tribu, car chadie' ({a}) est l'image réciproque d'un intervalle paf.
De plus

> PX=z)=P ( U (Xl({x}>)) = P(X (g7 ({y})
{z|g(z)=y} {z|g(x)=y}

Remarque 17 : Le résultat précédent reste vraisi, . . ., X,, sontn variables aléatoires discretes et
g une fonction d&R™ dansR?,

P(g(X1, . X)) = (Y1, Yp)) = > P(Xy=21,...,Xn = 2p)

Théoreme 1: dit théoréme de transfert

Soit X une variable aléatoire discréte,fetine application d&'(2) = {x;|i € I} dansR.

L'application composé& = f o X est une variable aléatoire qui possede une espérance ssi la série
> f(xi) P(X = z;) est absolument convergente et dans ce cas son espérance vaut :

E(Y) =Y flz)P(X =)

i€l

Preuve : Y prend ses valeurs das= f(X(2)) qui est dénombrable. Poyre G on pose
Gy ={z € X(Q)|f(z) =y} = f1({y}) N X(Q) lesG, forment une partition d& (1), et
Vy, P(Y =y) =>_,cq, P(X = x) donc d’apres la proposition 3 ou 9:

yef(X(Q2)) yef(X(Q)) \z€Gy

Yo yP¥ =y = > (Z P(va)f(x)> Y. P(X=ux)f(x)

Proposition 20 : Si X etY possédent une espérance, il en est de mémeXeul” et E(X +Y) =
E(X)+ E(Y), de mémeE(aX) = aE(X) pour tout réek et £(1) = 1.

UNIVERSITE
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3.3 Fonctions génératrices A.Mizrahi

Preuve : Soit I un intervalle,

(X+Y) M) ={w|X(w)+Y(w) eI} = U (X' {zhnY 11 —2))

zeX ()

oul —x={teRBuecl, t=u—x},cestdoncunintervalle d&, donc(X + Y)~1(I) s’écrit bien
comme une réunion dénombrable d’éléments de la tribu, c’est un élément de la tribu
On peut remarquer que pour tabe X (), P(X =) =3 cy(q P(X =2,V =y)

EX)+E(Y)= Y aP(X=2)+ Y yP(Y=Y)= > (z+y)P(X =2,Y =)
TEX(Q) yeY (Q) (z,y)EX(Q) XY (Q)

Or on peut 'découperX (2) x Y (£2) en une partition définie par les valeurs prisesJaf Y, c’est une
partition finie ou dénombrableX () x Y () = [[,c0){(z,y) € X(Q) x Y (Q)[z +y = z}, ce quidonne::

E(X)+E(Y)= ) ( > 2P(X =Y = y))
{(zy)ex (2

2€Z(Q) )XY (Q)|z+y=z2}

OF >t (s.)ex () xy () aty=z} P(X =2, Y =y) = P(Z = z) d'ou le résultat annonce.

Exercice 3 : Montrer que vafX) = F(X?) — E(X)%

Remarque 18 :Le théoréme 1 reste vrai &, . . ., X,, sontn variables aléatoires discrétesyaine
fonction deR" dansR, tq Y~ [g(zi,, ..., 2, )| P((X1 = z;,) N...N (X, = z;,)) converge

E(g(Xy,....X0) = Y gl@i,...,2,)P(Xy, =2y, ..., Xi, = 27,)

(%1 5eeein)

Exercice 4 : Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétfek € N, P(X = k) =
e A1), CalculerE(X (X — 1)), en déduire varX ).

3.3 Fonctions génératrices

Définition 17 : Soit X une variable aléatoire telle qué(2) soit inclus dansN, on pose pous €
0,1], gx(s) = E(s*) =Y, s*P(X = k). gx est appelée fonction génératrice des moments de
Proposition 21 : X posséde une espérancegsiest dérivable en 1. Dans ce casX ) = ¢’ (1).
Preuve : Si X posséde une espérance la s&fé&P(X = k) converge, la série entieéhe s* P(X = k) ainsi
que sa 'série dérivég” ks*~! P(X = k) sont alors normalement convergentes[8ut]. gx est alors
dérivable de dérivéeen D kP(X = k) = E(X)

Réciproquement : Supposons gue soit dérivable en 1 en remarquant q‘EéC 0 zt =

gX(Si:LiX(l) ~ s i 1 ;@’“ —DP(X=k) =) Y sPX=

k 0<i<k

on a donc pour tout entigy :

N
nz_;)nP(X —an}Z Z s'P(X <£1_)rr%z Z =gx(1)

n=00<i<n n=00<i<n

Exercice 5 : Déterminer la fonction génératrice d’'une variable aléatoire binomiale de paramétres
(n,p), P(X = k) = C*p*(1 — p)"~*, en déduire son espérance et sa variance.

Remargue 19 : Une fonction génératrice définit entierement la loi d’'une variable aléatoire a valeur
dansN, en effet pour une série entiere de rayon de convergence non rfigk)si= > a,z", alors

_ 1 n
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3.4 Lois usuelles A.Mizrahi

3.4 Lois usuelles

Uniforme, Bernoulli, binomiale, géométrique, Poisson.

4 Variable aléatoire a densité

Définition 18: f : R — R est une densité gi > 0, intégrable suR et [, f(¢) dt = 1. Une variable
aléatoireX admetf pour densité si pour tout intervalledeR, P(X € I) = [, f(t)dt

Exercice 6 : Soit X une variable aléatoire admettant pour densité
| at?sit € [0;1]
fx(t) = { 0 sinon
Calculera, puis P(X > ). Déterminer une autre densité pour

Dans cette partie la variable aléatoiXepossede la densitg,
Définition 19 : On appelle fonction de répartition dé la fonction définie suR par

Fx(t) = P(X < 1) :/ Fx(t)dt

]—o0st]

. C'est la méme définition que pour les variables aléatoires discrétes (déf. 14)

Proposition 22 : Soit X une variable aléatoire admettagfyt pour densité, on noté'y sa fonction
de répartition, elle a les propriétés suivantes :

1. Pourtouts < b, P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

lim_ Fy =0etlim,, Fx = 1.

Fx est croissante, continue,et P(X = z) = 0.

Si fx est continue en, alors F'x est dérivable em, et F'(x) = .

Si Fx est une fonctio®! alors X admetF% comme densité. (Ce résultat peut se généraliser a
Fx est une fonctior€?, etC! surRR privé d’'un nombre fini de points).

6. (admis) deux variables aléatoires a densité ayant méme fonction de répartition, ont les méme
densités.

AR <

Exercice 7 : suite de I'exercice 6
Montrer que la variable aléatoiréX, posséde une densité que I'on déterminePaeuve : . . .

4.1 Espérance

Définition 20 : Si la fonction définie suR parz — z fx(x) estintégrable suR alors X posséde

une espérance définie pa(X) = [, = fx(z) dz

Si la fonction définie suR parz — x* fx (x) estintégrable suR alors X possede un moment d’ordre

k défini par [, z* fx () dz, de méme pour la variance : Vér= E((X — E(X))?).

Proposition 23 : (admis) SiX etY sont deux variables aléatoires a densité ayant une espérance alors
X +Y etaX sont deux variables aléatoires qui ont une espérandg.6ét+ Y) = E(X) + E(Y),
etE(aX) =aF(X).

Remarque 20 :La propriété 23 qui est au programme de I'agrégation interne est un peu étrange car
X + Y n’est pas forcément une variable aléatoire a densité ou une variable aléatoire discrete, et dans
ce cas I'espérance (au sens de I'agrégation ) n’est pas définie, bien sur lorsqu’on connait I'intégrale de
Lebesgue il n'y a plus de probleme. Comme cette propriété est tres importante on comprend toutefois

gu’elle soit au programme.
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Exercice 8 : Donner un exemple trés simple oéfietY sont a densité mais pas+ Y.
Montrer que vafX) = F(X?) — E(X)%
Exercice 9 : Soit X une variable aléatoire exponentielle de paramktre

e Msit >0
Fx(t) = { 0 sinon

Déterminer I'espérance dg, la probabilitéP(—1 < X < 1) ainsi queP(X = 1).

Proposition 24 : (admis) Soity une application d&® dansR continue par morceaux, telle que—

g(x) fx () soit intégrable suR, alorsg(X) est une variable aléatoire dont I'espérance est donnée par
Remarqgue 21 : On peut refaire la remarque 20. On peut facilement démontrer ce résultat pour une
fonction g continue bijective.

Exercice 10 : Dans I'exercice 6, calculer de deux fagons différerfigs/X ).

4.2 Loinormale

Définition 21 : On appelle variable aléatoire normale ou Gaussienne de parametré), une
variable aléatoire admettafi comme densité :

1 _ (tfm)2
e 202

fx(t) =

2ro

Remarque 22 : Il n'existe pas de primitive d¢x qui s’écrive a I'aide des fonctions usuelles.

Proposition 25 : Soit(a,b) € R* x R, si X est une variable aléatoire normale de paramétres)
alorsaX + b suit une loi normale de parameti@n + b, a*c?).

Preuve : Il suffit de regarder la fonction de répartition puis de dériver.

Proposition 26 : Soit X est une variable aléatoire normale de paramétres?), on aFE(X) = m
etvafX) = o2
Preuve : Calculs.

5 Vecteurs aléatoires

Définition 22 : Une application d€ dansR? est un vecteur aléatoire si chacune de ses composantes
est une variable aléatoire.

5.1 \Vecteurs aléatoires discrets

Définition 23 : Un vecteur aléatoire est discret si chacune de ses composantes est une variable aléa-
toire discrete.

Définition 24 : La loi d’'un vecteur aléatoire discrék, ..., X,,) estla fonctiorp de X;(Q2) x ... x
X, () dansR telle quep(xy, ..., x,) = P(X; = x1,..., X, = x,).
Définition 25: X3, ..., X,, sontindépendantes si quelque seait, ..., z,), les événements

(X; = x;) sont indépendants c’est a dire :
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Proposition 27 : Si X etY sont des variables aléatoires indépendantes ayant une espérance alors
XY aune espérance e XY) = E(X)E(Y).

Z(x,y)ex(g)xy(g) syP(X =2)P(Y =y) = erX(Q) ZyEY(Q) zyP(X =z)P(Y =y) = E(X)E(Y)
Exercice 11 : Montrer que siX etY possédent des variances et sont indépendantes alors
varn X +Y) = varX + vary

Définition 26 : SoientX etY deux variables aléatoires, on définit la covarianc&det Y
lorsqu’elle existe par cq\X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y)), et on définit le coefficient de
corrélationpy y lorsqueX etY ont des variances non nuls par
cov(X,Y)
pX,Y - T
vvarX vary

Proposition 28: cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y), siX etY sontindépendantes alors ¢o¢, Y') =
0. La réciproque est fausse.

Exercice 12 : X suit une loi de Poisson de paraméleet on définit la loi deY” a I'aide d’'une
probabilité conditionnelle P(Y = k|X = n) = Ckp*(1 — p)"*. Calculer 'espérance d&Y puis
cov(X,Y), déterminer la loi d&".

Proposition 29 : La variance d’'une somme de variables aléatoires indépendantes ayant une variance,
possede une variance égale a la somme des variances des différentes variables aléatoires.

Proposition 30 : Soientfi,..., f, : R — R des fonctions ey, ..., X,, des variables aléatoires
discretes indépendantes alors les variables aléatfireX1, . . ., f,, o X,, sont indépendantes.

Proposition 31 : SoientXy, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes a valeurNaalers la
sommeS, = X; + ...+ X, apour fonction génératrice le produit des fonctions génératrices :

gs.(t) = [ [ 9x.(®)
k=1
Preuve : gg, (t) = E(t%) = B+ Xn) = ptX %) = [T}, E¢XY) .. B = [1RZ, 9x, (t)

5.2 \ecteurs aléatoires a densité

Définition 27 : Une fonction deR” dansR™ est une densité siR? si elle est intégrable s®R?

d’intégrale egale a 1. Un vecteur aléatoire possede la defisitpour tout intervalldy, .. ., I,
P((Xlell) N(X,el,) / f(x1,...,2p) doy ... dz,
I Ip

Proposition 32 : (admis) SiA est un domaine simple d® et f une densité du vecte(X, ..., X,),
alorsP(X € A) = [, f(z1,...,xp) dzy ... da).

Exercice 13 : Soit (X,Y’) un couple de V.A. ayant pour densité, e = {(z,z)|x € R}, montrer
queP((X,Y) e A)=0.

Définition 28 : On appelle indicatrice d’'un sous-ensemil@’'un ensembld?, la fonction valant 1
sur A et 0 sur son complémentaire.

Proposition 33 : (admis) Comme dans la remarque 1§ sist le produit d’'une fonction continue de
R? dansR et d’'une indicatrice d’'un domaine simple && et sous réserve d'intégrabilité, on a

E(g(Xy,..., X / / g(xr, ... xp) f(xr, ..., xp) Aoy ... dzp
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Définition 29: SoientXy, ..., X, des variables aléatoires a densité, elles sont indépendantes si pour
tous intervalled, ..., I,, P(N(X; € ;)) = [[ P(X; € )
Proposition 34 : Si X;,..., X, sont des variables aleéatoires a densité, elles sont indépendantes

ssi la fonction définie payf(z1,...,z,) = fx,(v1)fx,(22) ... fx,(xp) €st une densité du vecteur
(X, ..., Xp).

Preuve : Supposons que ce soit une densité du vecteur, &lOr$A; € I;)) =

fh ...pr flz1,...,zp) dzq ... d2), = fh e pr Ixi(w1) fxo (22) - -, fx, (2p) doq ... dz) et d’apresle
théoréme de Fubini, ceci est égale au produit des intégf&lg&k (zx) dzy, d’ou l'indépendance.
réciproquement, on applique encore Fubini.

Définition 30: SoientX etY deux variables aléatoires, on définit la covarianc&det Y’

lorsqu’elle existe par cdX,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))), et on définit le coefficient de
corrélationpy y lorsqueX etY ont des variances non nuls par

_ cov(X,Y)
PXY vvarX vary

Proposition 35: cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
si X etY sontindépendantes alors
cov(X,Y) = 0. Laréciproque est fausse.

Exercice 14 : Soit A le domaine du carré unité défini par
) 1 1
A= {(z,y) €0,1] :x2y+§OUx§y§x—|—§}.

a) Déterminer| [ 14(z,y)dzdy

b) Soit( X, Y) un couple de v.a. de densité uniforme gumDéterminer les lois marginales déet
deY.

c) CalculerP(X +Y < 1)

d) CalculerCouv(X,Y).

Proposition 36 : SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes admefaet /- comme
densité. Soienf> et ¥ des fonctions continues par morceaux telles (&) et U(Y') aient une
espérance alo®(X )V (Y) posséde une espérance égale(@(X))E(V(Y))

Preuve : Fubini

Remarque 23 : En particulier, toujours dans le cas de VA indépendante$, si v = [d, on a
E(XY)=E(X)E(Y)etco X,Y) = 0.

Proposition 37 : SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes de lois normgles)” est
encore une variable aléatoire normale.

Preuve : Il suffit de regarder le cas o etY sont de paramétr@, ;).
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Déterminons la fonction de répartition dé+ Y : F

F(t)=P(X+Y <t) = P((X.Y) € {(@yla+y <t}

= // fixy)(z,y) dr dy
{(@y)|z+y<t}
-/ / (2) i () do dy
{(z,y \m+y<t}
- / ]/fx(u—y)fy(y)dydu
oo;t
— / / (u—y)*—y? dy du
[—o0st]
= / eéz/ —20y- 2“)dydu
T J[—o0it] R
— 1/ 65”2/62(”)2 dv du
T J[—o0it] R

= 1/ e*%”21\/27rdu
[—ocit] 2

s

1,2
e 2" du

=)
27 J [ —ocoit]

Donc la fonction de répartition est dérivable, et sa dérivée est la densité d’une loi normale de pgi@argtre
Donc X + Y suit une loi normale centrée réduite.

Remarqgue 24 : On peut trouver une formule du méme genre dans le cas général, pour deux
variables aléatoires a densité, indépendantes, leur somme admet pour densité le produit de
convolution de deux densités :

Ix * fy(t) /fxt—mfy x) dx

6 Theoremes limites
Proposition 38 : Inégalité de Bienaymé Tchebychev
Soit X une variable aléatoire discréte ou a densité ayant une espénagtagne variance?. On a :

0_2

Ve >0, P(|X—m|26)§€—2

Remargue 25 : Cette inégalité permet de contréler, I'’éloignement de la variable aléatoipar
rapport a sa valeur moyenne

Preuve : Dans le cas de VA a densité.
varX) = /(x —m)? fx(x) dx
R

/ (x — m)2fX(m) dx
R\ [m—e,m+¢]

/ e fx(x) d
R\ [m—e,m+¢]
EP(X & [m —e,m +¢€])
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D’ou le résultat, dans le cas des VA a densité.

Théoréme 2: Loi faible des grands nombres

Soit (X,,) une suites de variables aléatoires indépendantes et de méme loi (discréte ou a densité)
ayant pour espéranee et pour variance?. On a:

1 n
Ve > 0, lim P(|EZX,1C —m|>¢€) =0
k=1

n—oo

Remarque 26 : Cela est une fagon de dire que la variable aléatoire définie comme la moyenne
arithmétique de: variables aléatoires indépendantes de méme loi, est trés proche goand de
I'espérance (c’est a dire une sorte de moyenne théorique) de chacune de ces variables aléatoires.
Preuve : l suffit d’appliquer I'inégalité de Bienaymé Tchebychev, a la variable aléagloEZ:1 X, quia

pour espérance: et pour variancé’ni.

Théoréme 3: Loi forte des grands nombres (admis)

Soit (X,,) une suites de variables aléatoires indépendantes et de méme loi (discréte ou a densité)
ayant pour espérance. alors I'ensemble

Xi(w) + Xo(w) + ...+ X, (w)

A ={w e Q|lim
n

:m}

appartient a la tribu d€, de plus sa probabilité est égale a 1.

Théoréme 4: Théoréme de la limite centrale (admis)
Soient(.X,,) une suites de variables aléatoires indépendantes, de méme loi (discréte ou a densité)
ayant pour espéranee, pour variancer?, Y une variable aléatoire de loi normale centrée réduite, et

Ly =

v

g

—X1+X2:“'+X" —-—m X1 + XQ +...+ Xn —nm
Vn =

pour tout intervallel on a :
lim P(Z,€l)=PY €1)

n—oo
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7 Exercices

7.1 Modélisation

Exercice 1 : On dispose de 3 urnes et de 3 boules. On répartit au hasard les boules dans les urnes.
Modéliser les cas suivants a I'aide d’un ensentblet d’'une probabilité” sur(2 :

1) Les urnes et les boules sont distinguables (discernables).

2) Les urnes sont distinguables mais non les boules.

3) Les boules sont distinguables mais non les urnes.

4) Les boules et les urnes sont indistinguables.

Exercice 2 : On constitue une file d’attente en attribuant au hasard des numéros d’'erdre a
personnes. Quelle est la probabilité que deux amis soient distan{glaees (c’est a dire séparés par
r — 1 personnes). On résoudra I'exercice en utilisant trois modélisations différentes :

a) Q2 = {(ky, ko) |k 7 Ko}

b) Q= {{k1, ko }|k1 # Ko}

C) 0= {(kh kg, ey kn)|v1,j, 7 7é.] — ]{31 7é kj}

Exercice 3 : On jette un dé, et on veut modéliser le nombre de jets nécessaire pour qu’'un 6
apparaisse

a) a I'aide d’'une probabilité su¥*.

b) A I'aide d’'une variable aléatoird/'.

c) CalculerE(N), interprétation.

Exercice 4 : Montrer qu’il n’existe pas de probabilité uniforme ur

7.2 Indépendance

Exercice 5 : (Foata-Fuchcs p66)

Soient(w, P) un espace de probabilité, dtet B deux événements de cet espace, notanis v, etd
les probabilités des événemerits) B, AN B, AN B, etAN B.

a) Calculera + 3 + v + 9.

b) Montrer queP(AN B) — P(A)P(B) = ad — By

c) Montrer qug P(AN B) — P(A)P(B)| < 1.

d) Donner des exemples d’égalités.

Exercice 6 : (Foata-Fuchs p59 remarque 1)

On lance deux dés, on notel'événement le premier dé donne un nombre p&it;événement le
deuxiéme dé donne un nombre impéir'événement la parité des deux dés est la méme . Modéliser
I'expérience aléatoire a I'aide d’'une mesure de probabilité. Discuter les indépendantes Bede
AetC,deBetC etdeA, BetC.

Exercice 7 : (Foata-Fuchs 8p63) On fait 'nypothése que dans une famille les sexes des enfants sont
indépendants les uns des autres et que chaque enfant a la pro@aﬂiﬁh@ un garcon et la

probabilité1 d'étre une fille.

a) Une famille a deux enfants dont I'un au moins est un gargon . Quelle est la probabilité pour que
les deux enfants soient des gargons ?

b) Une famille a deux enfants. L'ainé est un garcon, quelle est la probabilité pour que les deux enfants
soient des garcons ?

Exercice 8 : (Il'y en partout par ex Précis )JHEC Proba stat Belin (Degrave)

Un dépistage systématique est effectué sur une population dont 0.1% des individus présentent une
certaine affectiom non apparente. Ce dépistage est débuté par un test qui donne 95% de résultats
positifs pour les personnes atteintes gaet 1% de résultat positifs pour les personnes non atteintes.
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Quelle est la probabilité conditionnelle qu’une personne prise au hasard soit atteintespelnant
gue le test a donné un résultat positif ? soit indemne sachant que le test a donné un résultat négatif ?

Exercice 9 : Dress, corrigé peu convainquant p 29

Devant un certain tableau clinique, on estime que 6 personnes sur 10 sont atteintes d’'uneihaladie
On effectue alors deux tests biologiques dont les résultats sont indépendants (toute la difficulté réside
dans la modélisation de cette hypothese). Les deux tests donnent 95% de résultats positifs pour les
personnes atteintes paf, et 10% de résultat positifs pour les personnes non atteintes.

a) Quelle est la probabilité que la personne soit malade si les deux tests sont positifs ?

b) Quelle est la probabilité que le deuxiéme test soit positif si le premier.

Exercice 10 : Harari p33 non corrigé

On s’intéresse a la transmission d’une information binaire, c’est a dire ne pouvant prendre que deux
valeurs. On admet que le procédé de transmission directe entre deux indivediisest tel que,
lorsqueA émet une valeur de lI'information a destination/dgece dernier recoit la valeur émise par

A avec la probabilité, et donc I'autre valeur avec la probabilité= 1 — p, on suppose que

0 < p < 1. On considére des individus successifs;, ..., i,, avecn € N. L'information émise pai

est transmise &, qui transmet la valeur recuef et ainsi de suite jusqu’g,.

Entre deux individusi, eti; 1, la transmission de I'information suit la loi décrite plus haut. On note
pr la probabilité que la valeur de I'information recue pasoit identique a celle émise pay, et on
posep, = 1.

a) Exprimerp,,, en fonction dey,.

b) On rappelle que pour étudier une suite arithmético-géométrique dugenre- au,, + b on pose

v, = u, + o aveca tel que(v,,) soit une suite géométrique. En déduire une expression da
fonction den et dep.

c) Déterminetimy_, o, ps

d) Déterminer um tel quepioo > 99, 9%

Exercice 11 :(Degrave Précis) En fait c’est un exemple trés simple de chaine de Markov

Trois enfants A,B et C jouent avec une balle. Lorsque A a la balle, la probabilité qu’il I'envoie a C
est 0,25. Lorsque B a la balle, il I'en voie respectivement a A et a C avec les probabilités 0,75 et
0,25. C envoie toujours la balle a B. On désigne pafresp.B5,,, C,)les probabilités pour qu’a
I'issue du nieme lancer, ce solt(resp. b et C) qui ait la balle.

a) Montrer qu’il existe une matrice carréé telle que

An+1 An
Bn+ 1 =M Bn
Cn+1 CTL

b) DiagonaliserM/ et calculerM™ pourn € N.
c) Calculer les limites lorsque tend vers I'infini des probabilitéd,,, B, etC,,. On vérifiera que ces
limites sont indépendantes de I'enfant qui avait la balle au début du jeu.

7.3 Variables aléatoires discrétes
Exercice 12 : Soit X une variable aléatoire de Poisson de parametre

A

n!

VneN, P(X =n)=e¢

a) Déterminer son espérance, a l'aide de la définition puis de la fonction génératrice.

b) Déterminer sa variance, a I'aide de la définition puis de la fonction génératrice.

Exercice 13 : SoitT" une v.a. entiere définie su®, A, P). On suppose quén € N, P(T > n) #0
etV(p,n) € N>, P(T > n+p|T >n)= P(T > p).
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a) Montrer quel” suit une loi géométrique (Ce sont les variables aléatoires de la forme

P(T =n) =ad"(1 - a)).

b) Donner un exemple d’expérience modélisée par une telle loi.

¢ ) Déterminer la fonction génératrice d’'une variable aléatoire géométrique, en déduire son espérance
et sa variance.

Exercice 14 :(Précis 111 p 104)

On joue a pile ou face avec une piece non équilibrée. A chaque lancer la probabilité d’obtenir pile est
€gale a% tandis que celle d’obtenir face est égal§.k‘ies lancers sont supposés indépendants. On
note X une variable aléatoire modélisant le nombre de lancers nécessaires pour I'obtention, pour la
premiére fois, de 2 piles consécutifs. soic N*, on notep,, la probabilité de I'événemenX = n).

a) Expliciter les événementX’ = 2), (X = 3), (X = 4). déterminemp,, pz, p3, pa.

b) A I'aide de la formule des probabilités totales, en distinguant deux cas selon le résultat du premier

lancer, montrer que :
2 1

Vn > 3; pn=pn = gPn—2 + 3Pn-1
c) En déduire I'expression gg, en fonction dex.
d) DéterminerE(X).
Exercice 15 : SoientX,, ... X,, des variables aléatoires indépendantes de méme lois de Bernoulli de
paramétre. Quelle est la loi de la somme= )", _, X}, quelle est 'espérance de cette somme et sa
variance ? Montrer qu'’il n’existe pas de variables aléatdifésdépendantes de¥; telle queS — Y
suivent une loi binomiale de parametre— 1, p). Que pensez vous de la question si on ne suppose
plus I'indépendance ?

Exercice 16 : SoientX1,... X, ... des variables aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli de
parameétre,, telle quelim np, = A > 0.

a) Quelle est la limite d&’(X,, = k) lorsquen tend vers I'infini ? Interprétation.

b) Application : La proportion de maisons touchées par la foudre une année donriégeoest,

guelle est la probabilité qu’une assurance assurant 100 000 maisons, ait moins de 3 maisons touchées
par la foudre, on précisera les hypothéses faites et on les critiquera.

Exercice 17 :Précis p 106
SoientX etY des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforrfé sur,n}. Calculer
P(X =Y),P(x >Y), déterminer la loi deX — Y. Déterminer la covariance dé — Y et X + Y.

7.4 Variable aléatoires a densité

Exercice 18 : Soit X une variable aléatoire, de fonction de répartitiop
a) Montrer que siX est une variable aléatoire a densité albgsest continue.
b) Montrer que s’y est continue alor® (X = a) = 0 pour tout réeh.

Exercice 19 : partout
Soit X une variable aléatoire uniforme slat b], déterminer son espérance et sa variance.

Exercice 20 : Soit X une variable aléatoire de densjte(t) = atlyg(t), avecs >.
1) Déterminer une relation entreet (5.

2) Représentefy et la fonction de répartition d& : F'x.

3) Déterminery et 5 pour queX ait une espérance égale a 2.

Exercice 21 : en partie traité dans précis

Soit X une variable aléatoire uniforme sur- 1; 1], déterminer la loi et I'espérance dé = |X|,
V= X2 et = Lin 1,

Exercice 22 : Une variable aléatoire est dite exponentielle de paramé&sielle admet pour
densité :

fx(z) = Xe 1t (2)
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SoientX etY deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de méme paramétre, déterminer
laloideX + Y.

Exercice 23 : Précis p 210

Soit Z une variable aléatoire de densjté(t) = ae".

a) Déterminery.

b) Déterminer la loi de la variable aléatoire= |T'|.

c) SoientX etY deux variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle de parametre 1, déter-
miner la lois deX — Y.

Exercice 24 : partout Gaultier p 51
Une variable aléatoire est dite de Cauchy de paramétré) si elle admet pour densité :

Fr(x) = a 1

T a? + x?
a) Montrer quefy est bien une densité.
b) Montrer qu’une variable aléatoire de Cauchy ne posséde pas d’espérance.
c) Si X est une variable aléatoire de Cauchy de paramaeelle est la loi de.X.

Exercice 25 : SoientX; et X, deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme/&uj. Déterminer
les lois des variables aléatoirés= max{X;, Xy} etV = min{X;, X»}. Que vautt/(| X; — X5 |) ?

Exercice 26 : Soit A le domaine du carré unité défini par
1 1
A={(x,y) € [0,1]2:x2y—|—§0u$§y§x+§}.

a) Déterminer[ [ 14(x,y) dzdy

b) Soit(.X,Y) un couple de v.a. de densité uniforme guDéterminer les lois marginales déet
deY.

c) CalculerCov(X,Y).

Exercice 27 : Série Schaum p 57
La densité de probabilité jointe d&, Y) est fix vy :

fxy) (@, y) = cxy si(x,y) € [0;4] x [1,5] sinon0

Evaluere, calculerP(X > 3,Y < 2), déterminer la loi deX, calculer la covariance dgX,Y).
X etY sont-elles indépendantes ?

7.5 Lol normale

Exercice 28 : Précis exemple 3 p 189 et p 202

SoientX une variable aléatoire admettant pour densité une fongtimantinue sauf en un nombre
fini de points, e{a, b) € R* x R, on pose&Y” = a X + b, montrer qu&” est a densité et déterminer sa
densité.

Application : Montrer que sK suit une loi normale de paraméfte; 02) alorsX* = 1(X —m) suit
une loi normale de paramétfe; 1).

Exercice 29 : soientX etY deux variables aléatoires indépendantes, ayant des defisiedgy
continues suR.

a) Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatBire X + Y

b) On suppose de plus qyg est bornée, montrer queest une variable aléatoire a densité, on
donnera une forme intégrale de cette densité.

c) Si X etY deux variables aléatoires indépendantes de méme loi normale centrée réduite,
déterminer la loi deX + Y.

d) Méme question si les parametresXietY sont(m, o) et(m/, o’?).
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7.6 Théorémes limites

Exercice 30 : Convergence en loi, de la loi hypergéométrique vers la loi binomiale.
Soit (X%) une suite de variables aléatoires hypergéométriques de parafmetiés Ny ) telle que
. . M,
Jim My = oo et lim =mrr = p el
montrer que :
lim P(X; =1) = C.p'(1 —p)"

k—o00

interpréter le résultat.
Exercice 31 : SoientX, X,, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur
[0, A]. Il faut avoir en téte que I'on ne connait pdst qu’on cherche a le déterminer. On pose
M=2(X,+...+X,) etS =maz(Xy,..., X,).

1. Déterminer I'espérance et la varianceMe

2. Déterminer la loi et 'espérance de

3. On choisitu tel queT = S soit d’espérancel, déterminer la variance de.

4. Sur un site de fouille, on retrouve des vis de différentes longueurs, tout laisse supposer que les
habitants du lieu, utilisaient un outil permettant de fabriquer des vis de longueurs variables de
1 aA cm, et qu'ils fabriquaient ces vis sans qu'il y ait de longueurs privilégiées. On retrouve
des vis de longueurs 3,1;5,3;1,6 et 5,7 cm, comment peut-on estifher

Exercice 32 : de ce genre partout Précis p 250

Une entreprise compte 300 employés, chacun d’eux téléphone en moyenne 6 minutes par heures.
Quel est le nombre de lignes que I'entreprise doit installer pour que la probabilité que toutes les
lignes soient utilisées au méme instant soit au plus égale a 0,025.

Exercice 33 : Précis p 251
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires a valeur d&tslle que pour touk € {1,...,n},

2

k
P(Xy < k) = —(3n — 2k)
On poseY,, = &=,
H z z z . . [ 2
a) Soitz un réel donné. Déterminer la limite de la suitg-.
b) Montrer que pour tout € [0; 1] :

[na]?

P(X, <k)= (3n — 2[nz))

n3
c) en déduire la limite deP(Y,, < x) pour toutz € R.

Bibliographie :
— Pour les exercices

— Foata-Fuchs, calcul des probabilités, DUNOD édition 2

— Degrave, Précis de Mathématiques HEC Probabilités et statistiques, Bréal
Harari Personnaz, cours de mathématiques 3.Probabiliés, HEC Belin
Dress, Probabilités statistique Deug sciences, Dunod
Gaultier, Probabilités 70 exercices corrigés, Vuibert

— Murray R. Spiegel, Probabilité et statistique, série Schaum
— Pour le cours, en plus des précédents et particulierement le premier

— OQuvrard, Probabilités 1, Cassini

— Lannuzel, Probabilités et statistiques, Masson
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Probleme de probabilité
8 février 2006

Soit X une variable aléatoire a densité de dengité on appelle fonction caractéristique &ela fonctiony
définie par : ‘
Vt € R, p(t) = E(eY)
1. Généralités
(&) Montrer quep est une fonction définie et continue ur
(b) Déterminerp(0), et montrer quéyp| est majorée parp(0)|.

(c) Soienta # 0 etb des réels, déterminer la fonction caractéristique de la variable aléatoite
aX + b, py en fonction de celle d&.

(d) Montrer que siX admet une espérance algrest une fonction de classé, et E(X) = 1¢/(0).
(e) Montrer que siX admet un moment d’ordre alorsy est une fonction de clasgé, et :

(f) Montrer que siX posséde une variance alors :
1
o(t) =1+iB(X)t — 5E(XQ)t2 + o(t?)
(g) SoientY etZ deux variables aléatoires a densité, indépendantes, montrer que :

Vt € R, oviz)(t) = px()ey(t)

2. Quelques fonctions caractéristiques

(a) Déterminer la fonction caractéristique d’'une variable aléatoire uniforme sur un intenya]le
(b) Déterminer la fonction caractéristique d’'une variable aléatoire exponentielle de parametre

(c) SoitX une variable aléatoire normale, centrée, réduite, ongpstefonction caractéristique, mon-
trer quevt, ¢'(t) = —tp(t). En déduirep.

(d) Déterminer la fonction caractéristique d’une variable aléatoire normale de paramétres
3. Quelques applications

(a) Déterminer I'espérance et la variance d’'une variable aléatoire normale de parametftes

(b) On admet le résultat suivant trés important qui justifie I'appellation de fonction caractéristique,
deux variables aléatoires ayant la méme fonction caractéristique ont méme loi (par exemple elles
ont méme fonction de répartition)

Déterminer la loi de la somme de deux variables aléatoires normales indépendantes de parameétre
(ml, U%) et (THQ, O'%)

(c) Soient(X,) une suite de variables aléatoires a densitéy etne variable aléatoire & densité, on
note F;, et F' les fonctions de répartitions et, et ¢ les fonctions caractéristiques. On admet le
résultat suivant, la suite de fonctigi;,) converge simplement ver® ssi la suite de fonctions
(pn) converge simplement veys
Démontrer le théoréme de la limite centrale, pour une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi exponentielle de paramétre 1.
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