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1 Equations differentielles

1.1 Introduction — définitions générales

Une équation dif€rentielle (ED) d’ordre: est uneéquation faisant intervenir une
fonctiony ainsi que sesétiveesy*) jusqu’a I'ordren. Par exemple, une teleguation
pourraitétre

1
y'(t) =2y(t) ou y= 3 22y —5x.

Dans le 2e exemple, il est sous-entendugast fonction dex, ou plubt quez signifie
l'applicationid = (x — x) : c’est en effet unégali€ entre fonctions.

Définition 1 L’ équation diférentielle d’ordren la plus gerérale peut toujours
s’écrire sous la forme

F(Z7y7y/7"'7y(n)) :O' (ED)

ou F est une fonction dé: + 2) variables. Nous ne consibns que le cas ou
x ety sonta valeurs dan®R. Unesolution & une telleéquation diférentielle
sur l'intervalle I C R est une fonctiog € C"(I;R) (une fonctiony : I — R
qui estn fois contifiment @rivable) telle que pour tout € I, on ait

F(z,y(@),y/ (2), ... y™ (2)) = 0.

Exercice 1.1.1 Vérifier que
— y(t) = C €2t est une solutiod la leéquation sur touR, pour toutC' € R fixé ;
— y(x) = m2? — 5z est une solutiod la 2eéquation, suiR, pour toutm € R.

Remarque 1.1.1Pour des raisons qui serontdelop@s dans la suite, on dit aussi
“int égrer 'ED” au lieu de “trouver une solutiora I'ED".

Dans ce chapitre, on donnera desthodes pour trouver I'ensemble de toutes les
solutionsa une certaine classeatjuations diftrentielles.

1.2 Equations differentielles du1¢" ordre

Définition 2 Uneéquation diférentielle est du ler ordre si elle ne fait interve
nir que la premere ceriveey’.
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1.2.1 Eq.diff. a variables £parées

Définition 3 Une équation diferentielle de ler ordre est dita variables
sépat€es si elle peut &trire sous la forme

fw)y = g(x) (vs)

Une telleéquation dif€rentielle peut s'iréégrer facilement : En effet, oecrity’ =
2 puis,symboliguement

Fy)dy = g(z)dz <> / F(y)dy = / g(z)dz + C.

(On écrit ici explicitement laconstante d'inégrationarbitraireC' € R (qui est &ja
implicitement pésente dans les I'iagrales inéfinies) pour ne pas I'oublier.)

Il s’agit donc d’abord de trouver des primitivés et G de f et deg, et ensuite
d’exprimery en terme de: (et deC) :

Fly)=G)+C < y=F YG(z)+0O).

C’est pour cette raison que I'on dit aussintégrers pour « réesoudre> une équation
différentielle.

Exemple 1.2.1Résoudre sufl = |1, co[ I'équation diférentiellexy’ Inz = (3Inz +
1)y. On peut« séparer les variables (x ety) en divisant pawyz In x, ce qui est permis
ssiy # 0 (carzInz > 0 d'apres 'énon&). On a

13 1 31 1
Vel [, [l
Yy Crlnz
3lnzx 1 _
avecC € R, soit @13zt = 3 4 L)

Inly| =3mn|z|+In|lnz|+ C’' =In|z® Inz| + C'.

(On asimplifeln |...| = In(...) en utilisant quer € I <— = > 1.)
En prenant I'exponentielle de cette equation, on a finalement

y=Co2®Inx

avecC, € R : en effet, le signe dé€y(= ieC') tient compte des deux possitébt
pour|y|, et on erifie queC, = 0 = y = 0 est aussi solution (mais pour laquelle le
calcul precdédenta partir de la division pary, n'est pas valable.)
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1.2.2 Determination de la cte. d’'intégration

La constante d'irigrationC' est fixee lorsqu’on demande que pour wn=
donrée, on ait une valeur doéa dey(x) = y(xo) = yo. (On parle d'urprobleme aux
valeurs initiales)

On arrive au rdme Esultat en travaillanté&s 'integration de Equation diférentielle
avec des iréggrales éfinis :

x

F@) 4 = 9(@) Ayleo) =0 <= / " () = / 9(€).d

0

La fonctiony ainsi obtenue est directement telle queo) = yo, Sans passer par la
détermination de la constante d@gration.

1.3 Equations differentielles lineaires

Définition 4 Une équation diférentielle d’ordren estlinéaire ssi elle est de
la forme

avec

Proposition 5 L'application L : C™ — C° qui a la fonctiony associe la nou-
velle fonctionL(y), est une application ligaire.

Démonstration : En effet,

ai(z)(y + 2)1”

I

s
I

Lly+2z2) =

3
3

n
ai(@)y® + > ay(a) 20
= 1=0

L(y) + L(2)

.
(=)
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et pour touth € R,

n

LOy) = ai(z)(Ay)?

=0

=AY ai(@)y™ = A L(y)

n
=0

Définition 6 L’équation diferentielle
L(y)=0 (E.H.)

s’appelleéquation homogne assoéea (x).

Proposition 7 L'ensembleS, des solutions (E.H.) est le noyau de I'appli-
cation lintaire L, c’est donc un sous-espace vectorieCd#¢R). L'ensembleS
des solutions (x) est don@ par

S=yp+So={yp+yn;yn € So} avec L(y,) = f(z)

c’esta-dire les solutions sont de la forme= y,, + yx, OUy, est unesolution
particuli érede(x), ety parcourt toutes les solutions de&tjuation homogne
(E.H.).

Démonstration : La premere partie esévidente. En ce qui concerne i
partie, d’'une part toute fonction de la fomgg + y;, est solution de(x) : en effet,
L(yp + yn) = L(yp) + L(yn) = f(z) + 0 = f(z). D’autre part, soieny; ety
solutionsa (), alors on peut voig; comme la solution particrey, et toute autre
solutiony, vérifie L(ys —y1) = L(y2) — L(y1) = f(z)— f(x) = 0, donc la diference
yn = y2 — y1 €st bien une solutioa (E.H.), donc urélement deSy.00

1.3.1 Principe de superposition

Si f(z) = f1(z) + f2(x), une solution particulire est donee pary = y1 + y2, ol
y; est une solutiod L(y;) = f;(z) (pouri = 1, 2).

C’est une consquence directe (voire I&tinition) de la lirearig de I'ogerateurL.

On reviendra sur ce principees important (voire fondamental notamment en ce
qui concerne les lois de la nature) dans les cas particulierscledions difrentielles
linéaires du ler et du 2nd ordre.




www.Zes-# athematiques.net

1.4 Equations differentielles lineaires du1“" ordre

Définition 8 Une équation diférentielle lireaire (EDL) du ler ordre est un
équation diférentielle qui peut €crire sous la forme

11°

a(x)y' +b(x)y = c(x) (E)

ou a, b, ¢ sont des fonctions continues sur u@me intervallel C R, et on
demander&/z € I : a(x) # 0.
A cetteéquation diférentielle on peut associer ladmeéquation avee = 0 :

a(z)y' +b(z)y =0 (Eo)

C’est I'équation homogene assocke a (EDL), ou équation sans second
membre. (On la note aus§E},) ou (E.H.).)

1.4.1 Structure de I'ens. de solutions

Proposition 9 L'ensemble des solutions, a (E,) est un sev. des fonctiorn
C1(I). Lensemble des solutiors a (E) est obtenu en ajoutasat toutes les
solutions dg Ej) une solution particukre quelconque dex).

(2]

Démonstration : On vérifie que la fonction nulle X + y fois une solutiora (Ey)
sont toujours des solutiors( Ey), donc c’est un s.e.v.

On \érifie que si on a deux solutiong et y» a (E), alors leur diference est
solutiona (Ey). Donc eciproquement on obtient tous lgs € S en ajoutan& un
guelconquey; € S tous lesyy € .0

1.4.2 Resolution de l'equation homogene assoé@e

En effet,(E.H.) est uneéquation diférentiellea var.€pages, en Iécrivant% =
_b=2) Ep l'intégrant, on obtient

a()

etavecK € {+e“, 0}

y=Ke'®  KeR, F(Jc):/——dx.
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1.4.3 Solution particuliere par variation de la constante

On cherche la solution particéie sous la formg = K (z)e!®), avecK une
fonctiona determiner (“variation de la constante”). On trouve quest solution ssi

K'(z) = %e—”ﬂ = K(z) :/%e_F(I) dz .

(on peut inéger car c’est une compas de fct.continues, et on peut oublier la constante
car elle correspond une solution d¢E. H.)).
Une solution particuére est donc

y = eF(a:)/ c(w) o F(2) dz |
a(z)

et la solution @rérale est donc

y =" (K-F/%G_F(m)df) , KeR, F(x):/—@dx

Exemple 1.4.1Résoudre suf = |0, 5 [ I' équation diférentielle
(sinz)y’ — (cosz)y =z . (E)

Solution : Résolvons d’abord suf I’ équation homogne

(sin )y~ (cos)y =0. ()
On obtient ,
¥ _ C?Sx = In|y| =In|sinz|+k, kER
Yy ST

La solution @rérale de(E'H) est donc
y=Ksinz, KeR

(avec K = +e* pour tenir compte des valeurs absolues/&t= 0 étant solution
aussi).
Cherchons ensuite une solution partiéué de(E) sous la forme

y = K(z)sinz, KeCYI)

(c’esta-dire K est ici une fonction contirment @rivable surl).
Onaalorsy’(z) = K'(z) sinx + K(z) cosx ce qui donne dans (E) :

(sinz) [K'(x) sinz + K (z) cosz] — (cosz) K(z) sinz =z

et comme dans la &orie gerérale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste
que le terme ek’ (x), soit :

Veel:K'(x)sinz =2 <= K'(z)=

T e K= [

sin“ x
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On integre par partie, en posant

1
u(z) =z, v'(z) = et v(z)=1, v(z)=— ,
(2) (@)= = () (@) =~ —
ce qui donne
_ 1 _ _
K(z) = ’ —i—/ do = —o +/ijsxdz: a +In|sinz|+ C.
tanx tanx tanx sinx tanx

Surl, sinz > 0; unesolution particulere est donc obtenue poGr = 0,
y=—zcosz + (sinz)Insinz
et la solution grérale de(E) est doni par

y=—xcosz+ (K +Insinz)sinz, K €R.

Remarque 1.4.1Siy; ety, sont deux solutions particéfesa (x), alorsy; — y» est
solution de(E.H.), et la solution gréralea (x) est

y=uy1 +c(y1 —y2), ce<Rarbitraire.

Changement de variable

De fagon @rérale, pour @soudre uné&quation diférentielle du ler ordre, il faut
trouver un moyen d'arrive& une équation diferentiellea variables &paées. La
méthode de la variation de la constante est en effet un moyen de passequiitn
différentielle lireaire inhomogne (qui n’est pas var.€pages)a uneéquation pour
la nouvelle fonctiork(z) = y(z)/yn(x) (U yx, solution homogne, est une fonction
connue, lorsqu’on asolu(EH)) qui est en effed variables sapaées.

C’est donc en fait uthangement de variablgui fait passer de &quation poury
a uneéquation plus simple pour, que I'on sait ingégrer, et dont la solution permet de
remonteray.

De fagon analogue, il existe souvent un changement de variable qui permet de
passer d’unequation diférentielle quelconque pour a uneéquation diférentielle
linéaire pour une nouvelle fonctian que I'on sait ésoudre, et qui permet ensuite de
trouvery.

Exemple 1.4.2L’ équation de Bernoulliy’ cosxz + ysinz + y> = 0 devient une
équation lireaire (' — 2utanz = 2/ cos x) pouru = y%

L’'équation de Ricatti’ = (y — 1)(xy — y — ) admet la solutiorévidentey = 1, et
on trouve les autres solutions en posagnt 1 + % ; ce qui donne en effet uréguation
linéaire @' — v = 1 — x) pouru.

(Exercice : resoudre ces deéxjuations difrentielles.)
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1.5 Equations differentielles linéaires du 2¢ ordre a coefficients
constants

On s'interesse mainenant aéguations diférentielles du 2e ordre, mais seules aux
EDL ou les coefficientgg, a1, as sont des constantegalles.

1.5.1 Cefinitions

Définition 10 Une EDL du2™? ordre & coeff. constants est uréguation
differentielle de la forme

ay’ +by +c=f(z), (E)

oua,b,c € R (a # 0), etf € C°(I) (I ouvert deR). L’ équation homogne (ou
sans second membre) asgaeest

ay’ +by' +c=0, (E.H.)

D’apres les ésultats §réraux on sait que I'ensemble des solutiér€’. H.) est un
e.v,, et que la solutionéyéralea (E) est de la formey = y, + yp, (...).

Nous admettons le@sultats supgimentaires :

Proposition 11 1. Pour toutz, € I et(a, 3) € R?, (E) admet une unique
solutiony telle quey(xo) = a, y'(zo) = 5.

2. Les solutionsy (E.H.) surI forment un e.v. de dimension 2 (Riy, no#
Sa(I).

3. Siyi,y2 sont deux solutions ifendantes deE.H.) ({y1,y=2} libre
dansSy (1)), alors{y1, y2} est une base dé,(I), c’esta dire So(I) =
{ayr + By2s 0,8 € R}

4. Pouryy,ys € S2(I), on cefinitle wronskienw : I — R,

= y1(2) ya(x) — y1 (2) ya(2) .

Siw(zg) # 0 pour unzg € I, alorsw(z) # 0 pour toutz € I, et c’est
une CNS pour quéy;,y2} soit lineairement inépendant et donc ung
base deS,(I).

10
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1.5.2 Resolution de I'equation homogene assoée (F.H.)

On cherche la solution sous la forme= ¢, r € R. On a doncy’ = ry et
y" = r?y, donc(E) devienty(ar? + br +¢) = 0.

Définition 12 L’équation
ar’+br+c¢=0 (EC)

se nommeéquation caraceéristique de (E.H.).

Proposition 13 Suivant le signe d& = b? — 4ac, on a les ésultats suivants
A >0: (EC)admet 2 racineséelles distinctes; # ro, et

‘ y1(x) = e, yo(x) = em® ‘est une base d6&, (7).
A =0: (EC)admet1racine double € R, et

‘ yr(x) =", yo(x) = xe"® ‘est une base d6, (7).

A < 0: (EC)admet 2 racines complexes conjégsr; = « + i 5 et
ro=a—if(a,0 €R,[F#0),et
‘ y1(x) = e** cos fx, yo(x) = e** sin By ‘ est une base dé, (7).

Dans chacun des cas, la solutioargralea (E.H.) estdongy = Ay, + Bys
avecA, B € R.

Démonstration :
A > 0: llestclair queys, y2(z) sont solutionsa (E.H.). Leur wronskien estgala

T T2 X
et e"?

rx rox | — (TQ - rl)e(r1+r2)z 7é 0,

rie T2 €

doncy, y» sont incependants et base de(7).

A =0: On &rifie queys(z) = xe"* estsolution déE.H.) : y4(z) = (raz+1)e"”*,
yy(xz) = (rPz+2r)e™® etdonca vl (z) +byh(x) +cyz(z) = e"%[(ar? +br+
¢)x + 2ar 4+ b] = 0 car en effetr = —b/2a (commeA = 0).
Le wronskien eségala

6T$ xe’!’(lj

rert (rzt1),ere | =TT r@) T A0,

doncy, y» sont independants et base dg(7).

11
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A<0:Ona

y1(z) = e®**(acos fxr — Bsin B)
Yy (z) = e**(a? cos Bz — 2afsin B — 32 cos Bx)

etdonc
ayy (@) +byi(z) + cyi(x)
= e**[(ala® — B%] + ba + c) cos B + (—2aaf — bB) sin B] = 0
les coefficient&tant la partie@elle et imaginaire der? + br + ¢ = 0. Le calcul
est identique pouys.
Le wronskien eségala

e*® cos Br e®? sin Bx
e**(accos fx — Bsinfzx) e**(asin fz + [ cos ()

= e2%%(B[cos® B+ sin? B] + [a — ] sin cos fz) # 0
carg # 0, doncy,, y2 sont incependants et base dg(7).

Ainsi, on aS;(I) dans tous les cas possibles.

1.5.3 Solution particulierea (E)

On distingue encore 2 cas particuliers et urighnde grérale :

f(z) =e**P(x) oua € CetP € C[X] (un polyrbme).
On cherche la solution sous la forme= e**Q(x), ouQ est un polydme. dont
on peut peciser le dedt :
—sia n'est pas racine deEC), alorsdeg Q = deg P;
—sia est 'une des deux racines (EC), alorsdeg @ = deg P + 1;
— sia estracine double dg&C), alorsdeg @@ = deg P + 2.
Remarques :
i) Cette nméthode s’applique notamment paur= 0, c-a-d. f(z) = P(x).
i) On peut aussi chercher une solution sous la fogf® = z(x) e**, ol z est
une fonctiora déterminer ; en remplacgant ceci ddis$), on obtient unéquation
différentielle pour, de laquelle on tire (qui doitétreégala @, modulo les ctes
d’intégration qui correspondeatune solution homame). Ce proece est en fait
équivalena la méthode de la variation de la constante.

f(z) = M coswz + N sinwz ollw, M,N € R.
On distingue encore une fois deux cas :

i) w n'est pas racine déEC) : Dans ce cas, les fonctions+— coswz, = —
sinwz ne sont pas solutions d&. H.). Une solution particuire de(E) sera de
la formey = Acoswzx + Bsinwz, ol les constanted, B € R se determinent
par identification.

12
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i) w est racine degEC), donc les fonctionst — coswz, ¢ — sinwz
sont solutions dé E.H.). Une solution particuéire de(E) sera de la forme
y = x(Acoswx + Bsinwz), ou les constanted, B € R se determinent par
identification.

principe de superposition : Si f(z) = fi(z) + f2(z), une solution particulire est
donrée pary = y; + ya, 0l y; est une solutioda vy’ + by, +cy; = fi(x) (pour
1 =1,2). (Congquence de lalisarie deL : y — ay” + by’ +cy.)

Exemple 1.5.1Résoudrey” + y = x + cos3z surl = R.

a) équation homogne : L'equation caradtristique est> + 1 = 0. La solution
gérérale de(E.H.) estdongy = Acosz + Bsinz.

b) solution particulereay” + y = = : y = « convient.

c) solution particulerea y” + y = cos 3z : En remplaganty = Acos3z +
B sin 3z dans l'équation, on trouv€A—9A) cos 3z+(B—9B) sin 3x = cos 3z,
doncA = —} etB = 0.

d) conclusion : la solution grérale esty = = — % cos 3z + Acosx + Bsinz.

méthode de variation des constantesSoienty; ety, deux solutions indpendantes
de(E.H.). On cherche une solution particdile deg( E') sous laformey = Ay, +
Bys, ou A et B sont des fonctionséarifiant A’ y; + By, = 0. Ainsi, ' =
Avy] + Byj, et(E) devienta(A' v} + B'y4 = f(x) (caray) + by, + cy; =0
pouri =1, 2).
Donc, A’, B’ sont solutions du sy&ine

Alyy + B'ya =0
A'yi + B'yy = L f(2)

Ce syskme seé&soud aisment, ce qui donnd’, B’, puis A, B par inggration.

Exemple 1.5.2Résolvonsy” + y = . La solution de(E.H.) esty, =
Acosx + Bsinz, A, B € R (cf. exemple grédent)

Cherchons une solution particelie. Les solutiong; = sinzx, y2 = cosz sont
indépendantes, en effet leur wronskien va(t:) = —1. Cherchons une solution

sous la formey, = A(x) cosz + B(z) sinz, avecA’y; + By, = 0. A’, B’ sont

solutionsa
A'sinz + B’ cosz =0
A'cosz — B'sing = ——
sim- T
donc
/ 1 0 cosx CoS T
Al=——1| 1 =—=,
w(z) | 753 sin sin® x
B _ 1 sinz 0 -1
~ w(x) | cosx S
pepes: o sin“ x
avec les primitives
—1 cosT
A = ) = —
2sin“ sinx
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On a donc la solution particutire

-1 cos? x cos 2x

Yp = 7 + — = —
P 2¢ing sin x 2sinz

et la solution @rérale en ajoutany;, = A cosx + B sin x.

14
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