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1 Equations différentielles

1.1 Introduction — définitions générales

Uneéquation diff́erentielle (ED) d’ordren est unéequation faisant intervenir une
fonctiony ainsi que ses d́erivéesy(k) jusqu’̀a l’ordren. Par exemple, une telléequation
pourraitêtre

y′(t) = 2.y(t) ou y =
1
2
x2 y′′ − 5x .

Dans le 2e exemple, il est sous-entendu quey est fonction dex, ou plut̂ot quex signifie
l’applicationid = (x 7→ x) : c’est en effet unéegalit́e entre fonctions.

Définition 1 L’ équation diff́erentielle d’ordren la plus ǵeńerale peut toujours
s’écrire sous la forme

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0 . (ED)

ouF est une fonction de(n+ 2) variables. Nous ne considérons que le cas ou
x et y sontà valeurs dansR. Unesolution à une telleéquation diff́erentielle
sur l’intervalle I ⊂ R est une fonctiony ∈ Cn(I;R) (une fonctiony : I → R

qui est n fois contin̂ument d́erivable) telle que pour toutx ∈ I, on ait
F (x, y(x), y′(x), ..., y(n)(x)) = 0.

Exercice 1.1.1Vérifier que
– y(t) = C e2 t est une solutioǹa la 1eéquation sur toutR, pour toutC ∈ R fixé ;
– y(x) = mx2 − 5x est une solutioǹa la 2eéquation, surR, pour toutm ∈ R.

Remarque 1.1.1Pour des raisons qui seront dévelopṕes dans la suite, on dit aussi
“int égrer l’ED” au lieu de “trouver une solutioǹa l’ED”.

Dans ce chapitre, on donnera des méthodes pour trouver l’ensemble de toutes les
solutionsà une certaine classe d’équations diff́erentielles.

1.2 Equations différentielles du1er ordre

Définition 2 Uneéquation diff́erentielle est du 1er ordre si elle ne fait interve-
nir que la premìere d́erivéey′.
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1.2.1 Eq.diff. à variables śeparées

Définition 3 Une équation diff́erentielle de 1er ordre est ditèa variables
sépaŕees si elle peut s’écrire sous la forme

f(y).y′ = g(x) (vs)

Une telleéquation diff́erentielle peut s’int́egrer facilement : En effet, ońecrit y′ =
dy
dx , puis,symboliquement,

f(y).dy = g(x).dx ⇐⇒
∫
f(y).dy =

∫
g(x).dx+ C .

(On écrit ici explicitement laconstante d’int́egrationarbitraireC ∈ R (qui est d́ejà
implicitement pŕesente dans les l’intégrales ind́efinies) pour ne pas l’oublier.)

Il s’agit donc d’abord de trouver des primitivesF et G de f et deg, et ensuite
d’exprimery en terme dex (et deC) :

F (y) = G(x) + C ⇐⇒ y = F−1(G(x) + C) .

C’est pour cette raison que l’on dit aussi« intégrer» pour« résoudre» uneéquation
diff érentielle.

Exemple 1.2.1Résoudre surI = ]1,∞[ l’ équation diff́erentiellexy′ lnx = (3 lnx+
1)y. On peut« séparer les variables» (x ety) en divisant paryx lnx, ce qui est permis
ssiy 6= 0 (car x lnx > 0 d’après l’énonće). On a

y′

y
=

3 lnx+ 1
x lnx

⇐⇒
∫

1
y

dy =
∫

3 lnx+ 1
x lnx

dx+ C

avecC ∈ R, soit (3 ln x+1
x ln x = 3

x + 1
x ln x )

ln |y| = 3 ln |x|+ ln | lnx|+ C ′ = ln
∣∣x3 lnx

∣∣+ C ′ .

(On a simplifíe ln |...| = ln(...) en utilisant quex ∈ I ⇐⇒ x > 1.)
En prenant l’exponentielle de cette equation, on a finalement

y = C2 x
3 lnx

avecC2 ∈ R : en effet, le signe deC2(= ±eC′) tient compte des deux possibilités
pour |y|, et on v́erifie queC2 = 0 =⇒ y = 0 est aussi solution (mais pour laquelle le
calcul pŕećedent,à partir de la division pary, n’est pas valable.)
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1.2.2 D́etermination de la cte. d’intégration

La constante d’int́egrationC est fix́ee lorsqu’on demande que pour unx = x0

donńee, on ait une valeur donnée dey(x) = y(x0) = y0. (On parle d’unproblème aux
valeurs initiales.)
On arrive au m̂eme ŕesultat en travaillant d̀es l’intégration de l’́equation diff́erentielle
avec des int́egrales d́efinis :

f(y).y′ = g(x) ∧ y(x0) = y0 ⇐⇒
∫ y

y0

f(η).dη =
∫ x

x0

g(ξ).dξ .

La fonctiony ainsi obtenue est directement telle quey(x0) = y0, sans passer par la
détermination de la constante d’intégration.

1.3 Equations différentielles linéaires

Définition 4 Une équation diff́erentielle d’ordren est lin éaire ssi elle est de
la forme

L(y) = f(x) (∗)

avec

L(y) = a0(x) y + a1(x) y′ + a2(x) y′′ + · · ·+ an(x) y(n) .

Proposition 5 L’applicationL : Cn → C0 qui à la fonctiony associe la nou-
velle fonctionL(y), est une application lińeaire.

Démonstration : En effet,

L(y + z) =
n∑
i=0

ai(x)(y + z)(i)

=
n∑
i=0

ai(x)y(i) +
n∑
i=0

ai(x)z(i)

= L(y) + L(z)
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et pour toutλ ∈ R,

L(λ y) =
n∑
i=0

ai(x)(λ y)(i)

= λ
n∑
i=0

ai(x)y(i) = λL(y)

ut

Définition 6 L’ équation diff́erentielle

L(y) = 0 (E.H.)

s’appelleéquation homog̀ene associéeà (∗).

Proposition 7 L’ensembleS0 des solutions̀a (E.H.) est le noyau de l’appli-
cation linéaireL, c’est donc un sous-espace vectoriel deCn(R). L’ensembleS
des solutions̀a (∗) est donńe par

S = yp + S0 = {yp + yh; yh ∈ S0} avec L(yp) = f(x)

c’est-̀a-dire les solutions sont de la formey = yp + yh, ouyp est unesolution
particuli èrede(∗), etyh parcourt toutes les solutions de l’équation homog̀ene
(E.H.).

Démonstration : La premìere partie est́evidente. En ce qui concerne la2e

partie, d’une part toute fonction de la fomeyp + yh est solution de(∗) : en effet,
L(yp + yh) = L(yp) + L(yh) = f(x) + 0 = f(x). D’autre part, soienty1 et y2

solutionsà (∗), alors on peut voiry1 comme la solution particulièreyp et toute autre
solutiony2 vérifieL(y2−y1) = L(y2)−L(y1) = f(x)−f(x) = 0, donc la diff́erence
yh = y2 − y1 est bien une solutioǹa (E.H.), donc unélément deS0.ut

1.3.1 Principe de superposition

Si f(x) = f1(x) + f2(x), une solution particulière est donńee pary = y1 + y2, où
yi est une solutioǹaL(yi) = fi(x) (pouri = 1, 2).

C’est une conśequence directe (voire la définition) de la lińearit́e de l’oṕerateurL.

On reviendra sur ce principe très important (voire fondamental notamment en ce
qui concerne les lois de la nature) dans les cas particuliers deséquations diff́erentielles
linéaires du 1er et du 2nd ordre.
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1.4 Equations différentielles linéaires du1er ordre

Définition 8 Une équation diff́erentielle lińeaire (EDL) du 1er ordre est une
équation diff́erentielle qui peut s’́ecrire sous la forme

a(x) y′ + b(x) y = c(x) (E)

ou a, b, c sont des fonctions continues sur un même intervalleI ⊂ R, et on
demandera∀x ∈ I : a(x) 6= 0.
A cetteéquation diff́erentielle on peut associer la mêmeéquation avecc = 0 :

a(x) y′ + b(x) y = 0 (E0)

C’est l’ équation homog̀ene assocíee à (EDL), ou équation sans second
membre. (On la note aussi(Eh) ou (E.H.).)

1.4.1 Structure de l’ens. de solutions

Proposition 9 L’ensemble des solutionsS0 à (E0) est un sev. des fonctions
C1(I). L’ensemble des solutionsS à (E) est obtenu en ajoutantà toutes les
solutions de(E0) une solution particulìere quelconque de(E).

Démonstration : On vérifie que la fonction nulle etλ+µ fois une solutioǹa (E0)
sont toujours des solutionsà (E0), donc c’est un s.e.v.

On vérifie que si on a deux solutionsy1 et y2 à (E), alors leur diff́erence est
solution à (E0). Donc ŕeciproquement on obtient tous lesy2 ∈ S en ajoutant̀a un
quelconquey1 ∈ S tous lesy0 ∈ S0ut

1.4.2 Ŕesolution de l’́equation homog̀ene assocíee

En effet,(E.H.) est unéequation diff́erentielleà var.śepaŕees, en l’́ecrivant y
′

y =

− b(x)
a(x) . En l’intégrant, on obtient

ln |y| =
∫
− b(x)
a(x)

dx+ C

et avecK ∈
{
±eC , 0

}
y = K eF (x) , K ∈ R , F (x) =

∫
− b(x)
a(x)

dx .

7



www.L es-M athematiques.net

1.4.3 Solution particulière par variation de la constante

On cherche la solution particulière sous la formey = K(x) eF (x), avecK une
fonctionà d́eterminer (“variation de la constante”). On trouve quey est solution ssi

K ′(x) =
c(x)
a(x)

e−F (x) ⇐⇒ K(x) =
∫

c(x)
a(x)

e−F (x) dx .

(on peut int́eger car c’est une composée de fct.continues, et on peut oublier la constante
car elle correspond̀a une solution de(E.H.)).
Une solution particulìere est donc

y = eF (x)

∫
c(x)
a(x)

e−F (x) dx ,

et la solution ǵeńerale est donc

y = eF (x)

(
K +

∫
c(x)
a(x)

e−F (x) dx
)
, K ∈ R , F (x) =

∫
− b(x)
a(x)

dx

Exemple 1.4.1Résoudre surI =
]
0, π2

[
l’ équation diff́erentielle

(sinx) y′ − (cosx) y = x . (E)

Solution : Résolvons d’abord surI l’ équation homog̀ene

(sinx) y′ − (cosx) y = 0 . (EH)

On obtient
y′

y
=

cosx
sinx

=⇒ ln |y| = ln | sinx|+ k , k ∈ R

La solution ǵeńerale de(EH) est donc

y = K sinx , K ∈ R

(avecK = ±ek pour tenir compte des valeurs absolues, etK = 0 étant solution
aussi).
Cherchons ensuite une solution particulière de(E) sous la forme

y = K(x) sinx , K ∈ C1(I)

(c’est-̀a-direK est ici une fonction contin̂ument d́erivable surI).
On a alorsy′(x) = K ′(x) sinx+K(x) cosx ce qui donne dans (E) :

(sinx) [K ′(x) sinx+K(x) cosx]− (cosx)K(x) sinx = x

et comme dans la théorie ǵeńerale (et c’est toujours ainsi par construction), il ne reste
que le terme enK ′(x), soit :

∀x ∈ I : K ′(x) sin2 x = x ⇐⇒ K ′(x) =
x

sin2 x
⇐⇒ K(x) =

∫
x

sin2 x
dx .
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On int̀egre par partie, en posant

u(x) = x, v′(x) =
1

sin2 x
et u′(x) = 1, v(x) = − 1

tanx
,

ce qui donne

K(x) =
−x

tanx
+
∫

1
tanx

dx =
−x

tanx
+
∫

cosx
sinx

dx =
−x

tanx
+ ln | sinx|+ C .

SurI, sinx > 0 ; unesolution particulìere est donc obtenue pourC = 0,

y = −x cosx+ (sinx) ln sinx

et la solution ǵeńerale de(E) est donńe par

y = −x cosx+ (K + ln sinx) sinx , K ∈ R .

Remarque 1.4.1Si y1 et y2 sont deux solutions particulièresà (∗), alorsy1 − y2 est
solution de(E.H.), et la solution ǵeńeraleà (∗) est

y = y1 + c(y1 − y2) , c ∈ R arbitraire.

Changement de variable

De façon ǵeńerale, pour ŕesoudre unéequation diff́erentielle du 1er ordre, il faut
trouver un moyen d’arriver̀a une équation diff́erentielle à variables śepaŕees. La
méthode de la variation de la constante est en effet un moyen de passer de l’équation
diff érentielle lińeaire inhomog̀ene (qui n’est pas̀a var.śepaŕees)à uneéquation pour
la nouvelle fonctionk(x) = y(x)/yh(x) (où yh, solution homog̀ene, est une fonction
connue, lorsqu’on a résolu(EH)) qui est en effet̀a variables śepaŕees.

C’est donc en fait unchangement de variablequi fait passer de l’́equation poury
à uneéquation plus simple pourk, que l’on sait int́egrer, et dont la solution permet de
remonter̀ay.

De façon analogue, il existe souvent un changement de variable qui permet de
passer d’unéequation diff́erentielle quelconque poury à uneéquation diff́erentielle
linéaire pour une nouvelle fonctionu, que l’on sait ŕesoudre, et qui permet ensuite de
trouvery.

Exemple 1.4.2L’ équation de Bernoulliy′ cosx + y sinx + y3 = 0 devient une
équation lińeaire (u′ − 2u tanx = 2/ cosx) pouru = 1

y2 .
L’ équation de Ricattiy′ = (y − 1)(xy − y − x) admet la solutiońevidentey = 1, et
on trouve les autres solutions en posanty = 1 + 1

u ; ce qui donne en effet uneéquation
linéaire (u′ − u = 1− x) pouru.
(Exercice : resoudre ces deuxéquations diff́erentielles.)
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1.5 Equations différentielles linéaires du 2e ordre à coefficients
constants

On s’int́eresse mainenant auxéquations diff́erentielles du 2e ordre, mais seules aux
EDL ou les coefficientsa0, a1, a2 sont des constantes réelles.

1.5.1 D́efinitions

Définition 10 Une EDL du2nd ordre à coeff. constants est unéequation
différentielle de la forme

a y′′ + b y′ + c = f(x) , (E)

oua, b, c ∈ R (a 6= 0), etf ∈ C0(I) (I ouvert deR). L’équation homog̀ene (ou
sans second membre) associée est

a y′′ + b y′ + c = 0 , (E.H.)

D’après les ŕesultats ǵeńeraux on sait que l’ensemble des solutionsà (E.H.) est un
e.v., et que la solution géńeraleà (E) est de la formey = yp + yh (...).

Nous admettons les résultats supplémentaires :

Proposition 11 1. Pour toutx0 ∈ I et (α, β) ∈ R2, (E) admet une unique
solutiony telle quey(x0) = α, y′(x0) = β.

2. Les solutions̀a (E.H.) surI forment un e.v. de dimension 2 (surR), not́e
S2(I).

3. Si y1, y2 sont deux solutions indépendantes de(E.H.) ({y1, y2} libre
dansS2(I)), alors{y1, y2} est une base deS2(I), c’està direS2(I) =
{α y1 + β y2;α, β ∈ R}.

4. Poury1, y2 ∈ S2(I), on d́efinit le wronskienw : I → R,

x 7→ w(x) =
∣∣∣∣ y1(x) y2(x)
y′1(x) y′2(x)

∣∣∣∣ ≡ y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) .

Siw(x0) 6= 0 pour unx0 ∈ I, alorsw(x) 6= 0 pour toutx ∈ I, et c’est
une CNS pour que{y1, y2} soit linéairement ind́ependant et donc une
base deS2(I).
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1.5.2 Ŕesolution de l’́equation homog̀ene assocíee(E.H.)

On cherche la solution sous la formey = erx, r ∈ R. On a doncy′ = r y et
y′′ = r2 y, donc(E) devienty(a r2 + b r + c) = 0.

Définition 12 L’ équation

a r2 + b r + c = 0 (EC)

se nomméequation caract́eristique de(E.H.).

Proposition 13 Suivant le signe de∆ = b2− 4ac, on a les ŕesultats suivants :

∆ > 0 : (EC) admet 2 racines ŕeelles distinctesr1 6= r2, et

y1(x) = er1 x, y2(x) = er2 x est une base deS2(I).

∆ = 0 : (EC) admet 1 racine doubler ∈ R, et

y1(x) = er x, y2(x) = x er x est une base deS2(I).

∆ < 0 : (EC) admet 2 racines complexes conjuguéesr1 = α+ i β et
r2 = α− i β (α, β ∈ R, β 6= 0), et

y1(x) = eαx cosβx, y2(x) = eαx sinβy est une base deS2(I).

Dans chacun des cas, la solution géńeraleà (E.H.) est doncy = Ay1 +B y2

avecA,B ∈ R.

Démonstration :

∆ > 0 : Il est clair quey1, y2(x) sont solutions̀a (E.H.). Leur wronskien est́egalà∣∣∣∣ er1 x er2 x

r1 e
r1 x r2 e

r2 x

∣∣∣∣ = (r2 − r1)e(r1+r2) x 6= 0 ,

doncy1, y2 sont ind́ependants et base deS2(I).

∆ = 0 : On vérifie quey2(x) = x er x est solution de(E.H.) : y′2(x) = (r x+1) er x,
y′′2 (x) = (r2x+2r) er2 x et donca y′′2 (x)+b y′2(x)+c y2(x) = er x[(ar2 +br+
c)x+ 2ar + b] = 0 car en effetr = −b/2a (comme∆ = 0).
Le wronskien est́egalà∣∣∣∣ er x x er x

r er x (rx+ 1) , er x

∣∣∣∣ = (rx+ 1− rx)e2 r x 6= 0 ,

doncy1, y2 sont ind́ependants et base deS2(I).
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∆ < 0 : On a

y′1(x) = eαx(α cosβx− β sinβx)

y′′1 (x) = eαx(α2 cosβx− 2αβ sinβx− β2 cosβx)

et donc
a y′′1 (x) + b y′1(x) + c y1(x)

= eαx[(a[α2 − β2] + bα+ c) cosβ + (−2aαβ − bβ) sinβ] = 0

les coefficientśetant la partie ŕeelle et imaginaire dear2 + br+ c = 0. Le calcul
est identique poury2.
Le wronskien est́egalà∣∣∣∣ eαx cosβx eαx sinβx

eαx(α cosβx− β sinβx) eαx(α sinβx+ β cosβx)

∣∣∣∣
= e2αx(β[cos2 β + sin2 β] + [α− α] sin cosβx) 6= 0

carβ 6= 0, doncy1, y2 sont ind́ependants et base deS2(I).
ut

Ainsi, on aS2(I) dans tous les cas possibles.

1.5.3 Solution particulière à (E)

On distingue encore 2 cas particuliers et une méthode ǵeńerale :

f(x) = eαxP (x) ouα ∈ C etP ∈ C[X] (un polyn̂ome).
On cherche la solution sous la formey = eαxQ(x), ouQ est un polyn̂ome. dont
on peut pŕeciser le degŕe :
– siα n’est pas racine de(EC), alorsdegQ = degP ;
– siα est l’une des deux racines de(EC), alorsdegQ = degP + 1 ;
– siα est racine double de(EC), alorsdegQ = degP + 2.
Remarques :
i) Cette ḿethode s’applique notamment pourα = 0, c-à-d.f(x) = P (x).
ii) On peut aussi chercher une solution sous la formey(x) = z(x) eαx, où z est
une fonctioǹa d́eterminer ; en remplaçant ceci dans(E), on obtient unéequation
diff érentielle pourz, de laquelle on tirez (qui doit êtreégalàQ, modulo les ctes
d’intégration qui correspondentà une solution homog̀ene). Ce proćed́e est en fait
équivalent̀a la ḿethode de la variation de la constante.

f(x) = M cosωx+N sinωx où ω,M,N ∈ R.
On distingue encore une fois deux cas :
i) ω n’est pas racine de(EC) : Dans ce cas, les fonctionsx 7→ cosωx, x 7→
sinωx ne sont pas solutions de(E.H.). Une solution particulìere de(E) sera de
la formey = A cosωx + B sinωx, où les constantesA,B ∈ R se d́eterminent
par identification.

12
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ii) ω est racine de(EC), donc les fonctionsx 7→ cosωx, x 7→ sinωx
sont solutions de(E.H.). Une solution particulìere de(E) sera de la forme
y = x(A cosωx + B sinωx), où les constantesA,B ∈ R se d́eterminent par
identification.

principe de superposition : Si f(x) = f1(x) + f2(x), une solution particulière est
donńee pary = y1 + y2, où yi est une solutioǹaa y′′i + b y′i + c yi = fi(x) (pour
i = 1, 2). (Conśequence de la lińearit́e deL : y 7→ a y′′ + b y′ + c y.)

Exemple 1.5.1Résoudrey′′ + y = x+ cos 3x sur I = R.
a) équation homog̀ene : L’́equation caract́eristique estr2 + 1 = 0. La solution
géńerale de(E.H.) est doncy = A cosx+B sinx.
b) solution particulìereà y′′ + y = x : y = x convient.
c) solution particulìere à y′′ + y = cos 3x : En remplaçanty = A cos 3x +
B sin 3x dans l’́equation, on trouve(A−9A) cos 3x+(B−9B) sin 3x = cos 3x,
doncA = − 1

8 etB = 0.
d) conclusion : la solution ǵeńerale esty = x− 1

8 cos 3x+A cosx+B sinx.

méthode de variation des constantes.Soienty1 et y2 deux solutions ind́ependantes
de(E.H.). On cherche une solution particulière de(E) sous la formey = Ay1+
B y2, où A et B sont des fonctions v́erifiantA′ y1 + B′ y2 = 0. Ainsi, y′ =
Ay′1 +B y′2, et(E) devienta(A′ y′1 +B′ y′2 = f(x) (cara y′′i + b y′i + c yi = 0
pouri = 1, 2).
Donc,A′, B′ sont solutions du système{

A′y1 +B′y2 = 0
A′y′1 +B′y′2 = 1

af(x)

Ce syst̀eme se ŕesoud aiśement, ce qui donneA′, B′, puisA,B par int́egration.

Exemple 1.5.2Résolvonsy′′ + y = 1
sin3 x

. La solution de(E.H.) est yh =
A cosx+B sinx,A,B ∈ R (cf. exemple pŕećedent)

Cherchons une solution particulière. Les solutionsy1 = sinx, y2 = cosx sont
indépendantes, en effet leur wronskien vautw(x) = −1. Cherchons une solution
sous la formeyp = A(x) cosx+B(x) sinx, avecA′y1 +B′y2 = 0.A′, B′ sont
solutionsà {

A′ sinx+B′ cosx = 0
A′ cosx−B′ sinx = 1

sin3 x

donc

A′ =
1

w(x)

∣∣∣∣ 0 cosx
1

sin3 x
− sinx

∣∣∣∣ =
cosx
sin3 x

,

B′ =
1

w(x)

∣∣∣∣ sinx 0
cosx 1

sin3 x

∣∣∣∣ =
−1

sin2 x
.

avec les primitives

A =
−1

2 sin2 x
, B =

cosx
sinx

.
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On a donc la solution particulière

yp =
−1

2 sinx
+

cos2 x

sinx
=

cos 2x
2 sinx

,

et la solution ǵeńerale en ajoutantyh = A cosx+B sinx.
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