Agrégation de Mathématiques
Exercices sur les groupes

P. HUBERT

La plupart des exercices ci-dessous se trouvent dans les livres suivants :

- A. Bouvier, D. Richard, Groupes,

- S. Francinou, H. Gianela, Exercices de mathématiques pour 'agrégation (Algebre
1),

- R. Goblot, themes de géométrie (agrégation de mathématiques),

- E. Leichtnam, X. Schaeur, Exercices corrigés de mathématiques posés a 'oral des
concours de polytechnique et des écoles normales supérieures (tome 1).

- R. Mneimné, Eléments de géométrie, actions de groupes,

- D. Perrin, Cours d’Algebre,

- E. Ramis, C. Deschamp, J. Odoux, Cours de mathématiques spéciales (tome 1),
- E. Ramis, C. Deschamp, J. Odoux, Algebre (exercices avec solutions),

Les énoncés donnés ici sont souvent beaucoup plus détaillés que ceux que 1'on
que trouve dans les livres, les indications sont mentionnées entre [[ ]]. Les exercices
les plus difficiles sont repérés par une * et ceux qui font partie intégrante du cours
par un .

I1 est nécessaire de faire tous les exercices de la section 1 (qui sont tres élémentaires)
avant de chercher les autres.

Lorsque ce n’est pas précisé les groupes sont notés multiplicativement et la loi est
., e est I'élément neutre du groupe.

1 Propriétés élémentaires des groupes

Exercice 1: Construire, a isomorphisme pres, les groupes a n éléments pour 1 <
n < 4.

Exercice 2: Soit G un groupe et H une partie finie, non vide, de GG stable pour la
loi ., montrer que H est un sous-groupe de G.

Exercice 3: Soit G un groupe fini de cardinal n et m un entier premier avec n.
Montrer que, pour tout y élément de G, il existe un unique x élément de G tel que
T =y.

[[Utiliser le théoreme de Bezout.|]

Exercice 4: Soit (G, .) un groupe fini de cardinal n. On suppose que, tout x élément
de G, satisfait I'égalité 2% = e.



1. Montrer que G est un groupe commutatif.
2. Soit A ={ay,...,a,} une partie génératrice de GG, montrer que :

Vo € G, Aey,...,ep) € (ZJ27)P tels que, v = af' ...a,'.

3. On suppose, dans les questions suivantes, que A est une partie génératrice de
cardinal minimum p. Montrer que I’écriture :

r=ai'...a,

est unique.
4. Soit @ l'application définie par :

o G — (L)27)
r = (E1,...,8p).

Montrer que ® est bien définie et que c’est un isomorphisme de groupes. En
déduire que le cardinal de G est 2P.

Exercice 5: Soit p un nombre premier fixé, soit

2ima

Q

U, = {exp( ), a € Z, PGCD(a,p) =1, a € N }

1. Montrer que U, est un groupe infini dont tous les éléments sont d’ordre fini.

Trouver 'ordre de exp(%iﬁa), pour a entier premier avec p et pour o € IN.

2. Montrer que tout sous-groupe strict de U, est cyclique.
[[Soit H un sous-groupe de U,. Montrer tout d’abord que, si = e:cp(—%ga)

p
appartient a H alors, tout z = e:cp(QZ—gb) avec # < a appartient a H. ||
p

Exercice 6: Soit G un groupe.

1. On suppose GG muni d'une relation d’ordre noté <. On suppose de plus que <
est compatible avec la loi ., c’est-a-dire :

bx
xb

ax

‘v’a,b,xEG,agb#{
xa

<
<
On note P ={z € G, z > e}.

Montrer que :

a<b=b1<ag!
(HPPCP
(2)PNP!={e}
(3)Vo € G,aPx~t C P



2. Réciproquement, étant donné une partie P de G vérifiant (1), (2), (3), montrer
que la relation binaire définie par :

Va,beG,aSb(:)b.a_lep

est une relation d’ordre compatible avec . satisfaisant P = {z € G, e < z}.

Exercice 7: Soit G un groupe et Xq,...%, des morphismes distincts de G dans
(C*, x). Montrer que X, ..., %, sont linéairement indépendants sur C dans ’espace
vectoriel des fonctions de G a valeurs dans C.

[[On pourra faire intervenir une combinaison linéaire des (¥;) de cardinal minimum.||

2 Sous-groupes distingués, groupes quotients

Exercice 8¢ : [Normalisateur]
Soit H un sous-groupe de G, on appelle normalisateur de H l’ensemble des x
éléments de G, tels que zHx~! = H ; le normalisateur de H est noté Ny.

1. Montrer que Ny est un sous-groupe de GG et que H est distingué dans Ng.

2. Soit K un sous groupe de G contenant H et tel que H soit distingué dans
K. Montrer que K est un sous-groupe de Ny ; en déduire que Ny est le plus
grand sous-groupe de GG dans lequel H est distingué.

3. Soit K un sous-groupe de Ny montrer que HK est un groupe et que H est
distingué dans H K.

4. Soient H et K deux sous-groupes de G. Montrer que H K est un groupe si et
seulement si HK = KH.

Exercice 9¢ :

1. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes de (G, on suppose que H est
contenu dans le normalisateur de K.
Montrer que H N K est un sous-groupe distingué de H.
Montrer que H/(H N K) est isomorphe a HK /K.
[Utiliser le théoreme de factorisation des morphismes.||

2. Soit G un groupe, H et K deux sous-groupes distingués de G tel que K est
contenu dans H.
Montrer que K est distingué dans H.
Montrer que (G/K)/(H/K) est isomorphe a G/H.

[[Utiliser le théoreme de factorisation des morphismes.||



Exercice 10:
Soit G un groupe tel que G/Z(G) est cyclique, (Z(G) est le centre de ), montrer
que G est abélien.

Exercice 11¢ : [Sous-groupe dérivé]
Soit G' un groupe, on note D(G) (sous-groupe dérivé de G) le sous groupe en-

gendré par :

1

{zyz~ty™!, onz,y € G}.

1. Montrer que G est abélien si et seulement si D(G) est réduit a 1’élément neutre.

2. Montrer que D(G) est invariant par tout automorphisme de G. En déduire
que D(G) est un sous-groupe distingué de G.

3. Montrer que G/D(G) est un groupe commutatif.

4. Soit H un sous-groupe de G tel que G/H est commutatif, montrer que D(G)
est inclus dans H.

3 Groupes abéliens

Exercice 12¢ : Soit GG un groupe abélien fini, a et b deux éléments de G. On note
O(a) l'ordre de a et O(b) l'ordre de b. Le but de 'exercice est de voir quelles sont
les valeurs que peut prendre l'ordre de 1’élément ab.

1. Soit p entier non nul tel que (ab)? = e, soit m le PPCM de p et O(a), n le
PPCM de p et O(b). Montrer que O(a) divise n et que O(b) divise m.

2. En déduire que O(ab) est le PPCM de O(a) et O(b) si aucun facteur premier
ne figure a un méme exposant non nul dans les décompositions en facteurs

premiers de O(a) et O(b).

En déduire que lorsque O(a) et O(b) sont premiers entre eux, alors O(ab) =

O(a)O(b).
3. Montrer que le résultat précédent est faux en général.

4. Notons d le PGCD de O(a) et O(b) et M le PPCM de O(a) et O(b), en utilisant
la premiere question, montrer que :

M divise O(ab) et que O(ab) divise M.

5. En choisissant des éléments convenables dans le groupe G = 7 /27 x 7L/87L,
vérifier que 'on peut avoir :

M
7 < O(ab) < M.

6. Montrer qu’il existe toujours dans G un élément d’ordre M.



7. Si G est non abélien, donner un exemple ol a et b sont d’ordre 2 et ou ab est
d’ordre infini.

Exercice 13 ¢ : [Indicateur d’Euler]
Soit n un nombre entier naturel non nul, on pose :

o(n) = card {k,1 < k <n, tels que k et n sont premiers entre eux}.

Le but de l'exercice est de montrer la formule (%) :

Z o(d) = n.

d/n
[Soit d un diviseur de n, on montre qu'il y a ¢(d) éléments d’ordre d dans Z/nZ..]|

1. Soit m un élément d’ordre d dans Z/nZZ, montrer que m appartient au sous-
groupe H de ZL/nZL engendré par %

2. Montrer que les éléments d’ordre d dans H sont ceux de la forme :
%1 ou k et d sont premiers entre eux.
3. Conclure qu’il y a exactement ¢(d) éléments d’ordre d dans ZZ/nZL.

4. Prouver la formule (*).

Exercice 14 ¢ : [Automorphismes de Z/nZ]

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, montrer que le groupe des auto-
morphismes de Z/nZ (noté Aut(Z/n7Z)) est isomorphe a (Z/nZ.)*.
[[Considérer I'appplication qui, a un automorphisme ¢, associe ¢(1) et utiliser le fait
que les générateurs de ZZ/nZZ sont les inversibles de Z/nZL..]|

Exercice 15: Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, le groupe additif
Q/ 7L possede un seul sous-groupe d’ordre n.

[[Considérer H un sous-groupe de Q/Z d’ordre n et II la projection canonique de
Q dans Q/7Z. En utilisant le fait que les sous-groupes de IR sont soit denses, soit
de la forme aZZ, montrer que II7(H) est de la forme gZ, avec p et ¢ entiers. ||

Exercice 16* : [Sous-groupes discrets de R"|

Le but de I'exercice est de montrer qu'un sous-groupe discret de IR" est isomorphe
a 2P ou p est un entier inférieur ou égal a n.

Plus précisément, étant donné H un sous-groupe discret de IR", on veut montrer

qu’il existe un entier p < n et ay,...,a, ¢éléments de H linéairement indépendants
tels que :
H = alﬁ@...@al,ﬁ.
1. On considere E l'espace vectoriel engendré par H et (eq,...,e,) une base de

FE formée d’éléments de H ; on munit £ de la norme infini. Montrer que la
boule unité de E contient un nombre fini d’éléments de H.

2. Déduire de ce qui précede que H/(e1ZZ@® ... @ e, L) est un groupe fini.
3. Montrer qu’il existe un entier m tel que H est inclus dans %Z bD...0 fn—pZ.

4. Conclure.



4 Groupes de permutations

Exercice 17¢ : Le but de I'exercice est de montrer que, pour n > 3, le centre du
groupe S, (Z(S,,)) est réduit a 'identité.

1. Soit i € {1...n}, donner un exemple de permutation s telle que :

s(i) =1
et
Vie{l...n},j #i=s(j)#J.

2. Soit 0 € Z(S,), en utilisant le fait que s o 0 = ¢ o s, montrer que o (i) = i.

3. Déduire du résultat précédent que S,, n’a pas de sous-groupe distingué d’ordre
2.

Exercice 18 ¢ : On dit qu'un groupe G agit sur un ensemble X de facon p transi-
tive si, étant donnés xy, ..., z, éléments de X distincts et yy,...,y, éléments de X
distincts, il existe g élément de G tel que, pour tout ¢ compris entre 1 et p, g.x; = y;.

1. Montrer que S, agit n transitivement sur {1,...,n}.
2. Montrer que A, agit n — 2 transitivement sur {1,...,n}.

3. En déduire que, pour n supérieur ou égal a 5, les 3-cycles sont conjugués dans

A,.

Exercice 19: Soit p et n deux entiers, avec 1 < p < n, et s appartenant a S,, définie
par :

p+1 p+2 ... n 1 . p

On suppose s décomposé en cycles de supports disjoints. Calculer le nombre de
cycles, la longueur de chacun d’entre eux. Déterminer un élément dans chaque
orbite.

[[Considérer la permutation agissant sur S(ZZ/nZZ), montrer que 'orbite de 0 est
le sous-groupe de 7Z/n 7 engendré par p. Montrer que ce sous-groupe est aussi
engendré par d, le PGCD de n et p. ||

s_( 1 2 ... n—p n—p+1 ... n)

Exercice 20: [Etude du groupe A4]
1. Faire la liste des éléments de A4, donner leurs ordres.

2. Soit H I'ensemble formé de l'identité,
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
214 3)°\3412)°\43 2 1)

Montrer que H est un sous-groupe distingué de A, isomorphe au groupe de
Klein.



3. Montrer que H est le groupe dérivé de A, et que A4 est un produit semi-direct
de H et de 7Z/37L.

4. Montrer que A4 n’a pas de sous-groupe d’ordre 6.
[[Raisonner par 'absurde et utiliser le fait qu'un sous-groupe d’indice 2 est

distingué.||

5. Déterminer tous les sous-groupes de A4, lesquels sont distingués ?

Exercice 21:

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2, montrer que le seul morphisme de
groupes non trivial de §,, dans (C*, X) est la signature.

[[ Montrer que, si I'image d’une transposition par un morphisme est 1 alors le
morphisme est constant égal a 1. Utiliser le fait que les transpositions sont
conjuguées dans S,. ||

2. Déduire de la question précédente que le seul sous-groupe de S,, d’indice 2 est

A,.

3. Supposons n > 5, montrer que tout sous-groupe H de S, d’indice n est iso-
morphe a S,,_1.

[Faire agir S,, sur S,,/H, montrer que I'action est fidele.

On peut remarquer que le résultat est vrai pour n = 3,4.]]

5 Action d’un groupe sur un ensemble

Exercice 22 ¢ : [Théoreme de Cauchy]
Le but de l'exercice est de montrer, qu’étant donné GG un groupe fini de cardinal
n et p un diviseur premier de n, il existe un élément de G d’ordre p.

1. Soit A le sous-ensemble de GP défini par :
A={(z1,...,2,) € G, tels que z; ...x, = e}.

Montrer que A est en bijection avec GP~!. En déduire que :
card(A) = nP~ 1.

2. On définit I'application ¢ par :

_Z/pz x A — A
(kv (xlv s 7'1:117)) = (x(l-l-k)mod[p]v s 7x(p+k)mod[p]>

o :

Montrer que ¢ est bien définie et que c’est une action du groupe Z/pZ sur
I’ensemble A.



3. Soit (z1,...,2,) € A, montrer que le stabilisateur de (x1,...,x,) est égal a
2 /pZ si et seulement si :

x1 =...=xp et x; est d'ordre 1 ou p.

4. Appliquer la formule des classes et montrer que le nombre d’éléments d’ordre
p de G est congru a —1 modulo p. En déduire qu’il y a, au moins, un élément
d’ordre p.

5. Application

Soit G un groupe fini d’ordre n et p un diviseur premier de n tel que : V& €

G, 2P = e. Montrer qu’il existe un nombre entier k tel que card(G) = p*.

[[Supposer que n a un diviseur premier ¢ différent de p et appliquer le théoreme
de Bezout a p et ¢.]]

Exercice 23: Soit G un groupe (pas nécessairement fini), et H un sous-groupe de
G, d’indice n. Montrer qu’il existe un sous-groupe S de H distingué dans G d’indice
divisant n!.

[Faire agir G sur I’ensemble des classes a gauche modulo H et considérer le noyau
de laction. ]

Exercice 24: [Théoreme d’Ore]

1. Montrer, de fagon élémentaire, que tout sous-groupe d’indice 2 d’un groupe
quelconque est distingué.

2. Soit G un groupe fini de cardinal n et p le plus petit diviseur premier de
n. Montrer que, si H est un sous-groupe de G d’indice p, alors H est un
sous-groupe distingué de G.

[[Utiliser la méme méthode que dans I'exercice précédent, montrer que H est
le noyau de l'action, la difficulté est de montrer que H est contenu dans le
noyau de l'action. ||

Exercice 25: Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G.

1. On note N(H) le normalisateur de H, montrer que 'indice du normalisateur
de H est égal au nombre de sous-groupes de G qui sont conjugués a H.

[Faire agir G sur ses sous-groupes par conjugaison.||

2. En déduire qu’il y a un élément de G qui n’est conjugué a aucun élément de
H.

[[Raisonner par I’absurde et utiliser le fait que les sous-groupes conjugués a H
ne sont pas disjoints.]|



6 Produits semi-directs

Exercice 26* : Cet exercice donne une condition suffisante pour que 2 produits
semi-directs soient isomorphes.

Soient H et N deux groupes et soient ¢ et 1) deux morphismes de H dans Aut(N).
On note G le produit semi-direct de N par H au-dessus de ¢ et K celui de N par
H au-dessus de 1.

On suppose qu'il existe o € Aut(H) tel que ¢ = ¢ o , montrer que G est
isomorphe a K.

[[Construire explicitement l'isomorphisme.]]

Exercice 27: [Groupes d’ordre pq|
Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts (on supposera p < ¢). Le but de
I’exercice est de déterminer tous les groupes d’ordre pg a isomorphisme pres.

1. Soit G un groupe de cardinal pg, montrer qu’il y a un seul ¢ Sylow dans G.
En déduire qu’il est distingué.

2. Montrer que G est un produit semi-direct de Z/q7 et de 7ZZ/pZL.
3. En utilisant 'isomorphisme entre (Aut(Z/qZ), o), ((Z/qZL)*, x) et

(7Z/(q—1)ZL, +), montrer que le probleme se ramene a étudier les morphismes
de Z/pZ dans 7Z/(q — 1) 7.

4. Etant donné a et b deux entiers strictement supérieurs a 1, montrer qu’il existe
un morphisme non trivial de Z/aZ dans 7Z/b7L si et seulement si a et b ne
sont pas premiers entre eux. En déduire qu’il existe un morphisme non trivial
de Z/pZL dans 7L/ (q — 1)Z si et seulement si p divise g — 1.

5. Montrer que le morphisme trivial correspond au produit direct et que, lorsque
p divise ¢ — 1, tous les produits semi-directs, correspondant a des morphismes
non triviaux, sont isomorphes.

[[On pourra utiliser le résultat de l’exercice précédent. ||

6. Application : Traiter en détail le cas p = 2.

Exercice 28* : [Etude des groupes d’ordre §]

Le but de 'exercice est de déterminer tous les groupes d’ordre 8 a isomorphime
pres.

Soit GG un groupe de cardinal 8.

1. Traiter le cas ou G est abélien.
2. Dans les questions suivantes, on suppose que G est non abélien. Montrer qu’il
y a forcément un élément d’ordre 4 dans G.

[[Utiliser le résultat de I’exercice 4 pour montrer que tous les éléments ne
peuvent pas étre d’ordre 2.]]
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3. Soit ¢ un élément d’ordre 4, montrer que le sous-groupe H engendré par i est
distingué et qu’on a une suite exacte

1= Z/A% — G — Z)27 — 1

4. Montrer que, si G \ H possede un élément d’ordre 2, alors G est un produit
semi-direct de Z/47Z et de 7Z./27Z. Conclure en utilisant la derniére question
de I'exercice précédent.

5. Lorsque G \ H ne contient que des éléments d’ordre 4, montrer que G est
isomorphe au groupe Hg des quaternions.

[[Considérer j élément de G\ H et k = ij et montrer que ces éléments vérifient
les relations classiques des quaternions. |]

Exercice 29: On considere 'ensemble G des matrices de la forme

1 a b
01 ¢
0 01

a coefficients dans 7Z/27.

Montrer que G est un groupe, calculer son cardinal ; a quel groupe connu G est-il
isomorphe ?
[[Utiliser I'exercice précédent. ||

7 Groupes et géométrie, groupes de matrices

Exercice 30¢ : [Groupe diédral D,,]

Le groupe diédral D,, est, a isomorphisme pres, le groupe des isométries du plan
laissant invariant un polygone régulier convexe a n cotés.

1. Trouver n symétries et n rotations dans D,,.

[Etudier séparément le cas n pair et n impair.||

2. On montre, ci-dessous, que ce sont les seuls éléments de D,,.

Montrer qu’un élément f de D,, permute les sommets du polygone et qu’il fixe
le centre €2 du polygone.

En déduire, que si f est une rotation, c’est une rotation de centre 2, et que
c’est un des éléments trouvés précédement.

Faire un raisonnement analogue pour les symétries.

3. Montrer que D,, est un produit semi-direct de Z/nZ et de 7Z/27L. Montrer
que ce n’est pas un produit direct.
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Exercice 31: Soit G le groupe engendré par les deux matrices :
-1
(%)
V2 V2
-1 0
=)

Déterminer G (on pourra en donner une interprétation géométrique), calculer son
cardinal.

r—-%|r—-
[\e)

Exercice 32: Soit p un nombre premier et n un nombre entier, on note F, = 7Z/pZL.

1. Calculer le cardinal de GI,,(F},).

[[On pourra remarquer que cela revient & calculer le nombre de bases de I'espace
vectoriel (F,)".]]

2. En déduire le cardinal de SI,,(F},).

3. On note PGI,(F,) le quotient de Gl,(F,) par son centre. Déduire, de la
premiere question, le cardinal de PG, (F}).

4. On note P,_;(F,) 'ensemble des droites de ’espace vectoriel (F,)". Calculer
le cardinal de P,_(F,).

Exercice 33* : Cet exercice fait le point sur les isomorphismes remarquables entre
certains groupes de permutations et des groupes de matrices.

On utilise les résultats de l'exercice précédent et ceux de ’exercice 21. On note
PSIy(F},), le quotient de Sly(F,) par son centre.

1. Montrer que PGly(F3) est isomorphe au groupe S;.

[Faire agir PGly(F3) sur Pi(Fj), vérifier que l'action est fidele et, en déduire,
que PGly(F3) s’injecte dans Sy. Conclure en utilisant les cardinaux.]]

2. Montrer que PSly(F3) est isomorphe au groupe Aj.

[Faire agir PSIy(F3) sur Py(F5), vérifier que action est fidele et, en déduire,
que PGly(F3) s’injecte dans Sy.  En utilisant les cardinaux, montrer que
PSIy(Fs) est isomorphe a un sous-groupe d’indice 2 de ;. Conclure en util-
isant un résultat de l'exercice 21. ]

3. Montrer que SLs(F}y) est isomorphe a As.

[[ Méme méthode que précédement, on fait agir SLo(Fy) sur Pi(Fy) et on
remarque que le centre de SLy(Fy) est réduit a Iidentité car Fy est un corps
de caractéristique 2. ||

4. Montrer que PG Ly (F5) est isomorphe a S;.

[ Faire agir PGLy(F5) sur Pi(F5), en déduire que PGLy(F5) est un sous-
groupe de Sg et montrer qu’il est d’indice 6. Conclure en utilisant un résultat
de l'exercice 21.]]
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5. Déduire de la question précédente que PSLy(F5) est isomorphe a As.
[[Remarquer que PSLy(F5) est un sous groupe d’indice 2 de PG Ly(F5). |]

Exercice 34:
1. Montrer que le groupe des isométries laissant invariant un tétraedre régulier
est isomorphe a S;.

[[Montrer qu'une isométrie qui laisse invariante le tétraedre permute ses som-
mets et qu’il y a donc, au plus, 24 éléments dans le groupe. Trouver explicite-
ment suffisamment d’éléments. ||

2. Montrer que le groupe des rotations laissant invariant un cube est isomorphe
a Sy.
[Faire agir les isométries positives du cube sur les 4 grandes diagonales du

cube, en déduire que ce groupe s’injecte dans S; et trouver suffisamment
d’éléments.]|

Exercice 35: On considere 'ensemble Af f(IR") des transformations affines de IR",
c’est-a-dire I’ensemble des applications de la forme X +— AX + b, ou A appartient a
GL,(IR) et b est un élément de R".

1. Montrer que Af f(IR") est un groupe.
2. Montrer que Af f(R") est un produit semi-direct de R" et GL,(IR).

[Introduire le sous-groupe des translations et montrer que c’est un sous-groupe
distingué.||

3. Déterminer le centre de Af f(IR").

Exercice 36* : Soit C = CU {oo}A On considere 'ensemble G des homographies,
c’est-a-dire les transformations de C dans lui-méme définie par :

2 2 hour 2 € (D,z;é%d

cz+d’
=4\ 00
c Y
00— ¢
c?
sic#0;
22 pour ze C
00 > 00,
sic =0,

avec a, b, ¢, d nombres complexes vérifiant ad — bc = 1.

Dans la suite, pour ne pas allourdir les notations, on définira une homographie
(appelée aussi transformation de Moebius) uniquement sur C privé de la pré-image
de l'infini. Il est sous-entendu qu’une homographie est une application de C dans
lui-méme.
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. Montrer que GG est un groupe pour la composition des applications.

. Montrer que I’ensemble des homographies qui fixent 'infini est le sous-groupe
des homothéties-translation a savoir, I’ensemble des homographie de la forme
z+— Az 4+ B avec A et B éléments de C.

Ce sous-groupe est-il distingué ?

. On note SLy(K) le groupe des matrices 2 x 2 a coefficients dans un corps K
de déterminant 1. Montrer que le centre de SLs(C) est égal a {+id}.

. On note PSLy(C), le quotient de SLy(C) par son centre. Montrer que G
est isomorphe & PSLy(C). Dans la suite, on notera f4, la transformation
homographique associée a A.

. Montrer que I'application & :
PSLy(C)x C — C

est une action de PSLy(C) sur C.

. Etant donnés (21, 2, 23), éléments distincts de C, et (wy,ws,ws), éléments
distincts de C, montrer qu’il existe une unique transformation homographique
qui envoie (z1, 29, 23) sur (wy, wa, w3).

~

En d’autres termes, I'action de PSLsy(C) est 3-transitive sur C.

[[Montrer, tout d’abord, qu’étant donnés (21, 29, 23), il existe une homographie
explicite qui envoie (21, 22, 23) sur (O, 1,00). Pour I'unicité, montrer qu'une
homographie qui fixe 0, 1, co est I'identité.|]

. [Classes de conjugaison dans P.SLy(C)]

Soit A une matrice de SLs(C) différente de id et —id, et f4, la transformation
homographique associée.

(a) Montrer que, si la trace de A est égale a £2, alors f4 est conjuguée dans
Gaz—z+1.

[[Montrer que, lorsque la trace de A vaut 2, la forme de Jordan de A est
11
0 1

(b) Lorsque la trace de A est différente de 42, montrer que f4 est conjugué
dans G a z — Az avec A complexe différent de 0 et 1.

et utiliser la question 4. |]

[[On montrera que la matrice A est diagonalisable et que les deux valeurs
propres de A sont inverses l'une de I'autre.]]
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8. Montrer que les homographies qui laissent invariant le demi-plan H = {z, tels
que Im(z) > 0}, est le groupe K des homographies a coefficients réels (a, b,
¢, d réels). Montrer que ce groupe est isomorphe a PSLy(IR) (quotient de
SLy(IR) par son centre).

[[ Soit f une homographie telle que f(H) = H, montrer que f(IR) C RU {oo}
et utiliser la question 6 pour vérifier que les coefficients de f sont réels. ||

Remarque : L’action de PSLy(C) est I'action projective des matrices sur
la droite projective complexe. Si I'on remarque cela, il évident que G est un
groupe et on peut comprendre facilement qu’il est isomorphe au quotient de
G L, (C) par son centre (les matrices diagonales laissant les droites vectorielles
globalement invariantes).

On peut montrer que I'image d’un cercle ou d'une droite par une homographie
est un cercle ou une droite et quune homographie préserve les bi-rapports.
(voir Berger, Géométrie pour toutes ces questions).

Il est possible d’étudier les classes de conjugaison dans K. (On distinguera 3
cas suivant que I'application a 0,1 ou 2 points fixes dans IR U {cc}.)



